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0 EINLEITUNG 


In diesem Aufsatz geht es um die Anordnung und Stapelung von gleich- 
großen Kugeln zu regelmäßigen geometrischen Figuren und die so zu 
gewinnenden Zahlenfolgen und beachtlichen aber weitgehend unbe- 
kannten Erkenntnisse. 


In „Über einige Strategien des mathematischen Denkens“ von Ernst 
Kleinert, einer Studie zur Struktur der Mathematik, werden figurierte 
Zahlen in einer Anmerkung als Spielerei bezeichnet [S5, p. 641. 


Komischerweise haben sich trotzdem nicht ganz unbekannte Mathematiker 
seit tausenden von Jahren mit dieser Spielerei beschäftigt, wie dem 
Vorwort des Buches „Figurate Numbers“ von Elena Deza und Michel Marie 
Deza zu entnehmen ist [2]: 


„Figurate numbers, as well as a majority of classes of special numbers, 
have long and rich history. They were introduced in Pythagorean school 
(VI-th century BC) as an attempt to connect Geometry and Arithmetic. 
Pythagoreans, following their credo “all is number”, considered any 
positive integer as a set of points on the plane. (...) 


The theory of figurate numbers does not belong to the central domains of 
Mathematics, but the beauty of these numbers attracted the attention of 
many scientists during thousands years. The list (not full) of famous 
mathematicians, who worked in this domain, consists of Pythagoras of 
Samos (ca. 582 BC-ca. 507 BC), Hypsicles of Alexandria (190 BC-120 BC), 
Plutarch of Chaeronea (ca. 46-ca. 122), Nicomachus of Gerasa (ca. 60-ca. 
120), Theon of Smyrna (70-135), Diophantus of Alexandria (ca. 210-ca. 
290), Leonardo of Pisa, also known as Leonardo Fibonacci (ca. 1170-ca. 
1250), Michel Stifel (1487-1567), Gerolamo Cardano (1501-1576), Claude 
Gaspard Bachet de Meziriac (1581-1638), Rene Descartes (1596-1650), 
Pierre de Fermat (1601-1665), John Pell (1611-1685), Blaise Pascal (1623- 
1662), Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), 
Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), 
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), 
Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969), Barnes Wallis (1837-1979)." 
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Und noch komischer und eigentlich auch kaum zu glauben ist, dass keiner 
dieser herausragenden Mathematiker die in dieser Arbeit aufgezeigten 
einfachen und schönen Zusammenhänge gefunden haben soll. 


Als ich selbst auf meiner Suche nach universeller Wahrheit intuitiv anfing 
Kugeln und Würfel zu stapeln, war die erste mir relevant erscheinende Ent- 
deckung, dass die Addition aufeinanderfolgender zentrierter Sechseck- 
zahlen zu Kubikzahlen führt. Der Würfel bildet sich also nicht nur durch die 
Stapelung gleichgroßer Quadrate, sondern auch durch größer werdende 
Sechsecke. Aufgrund dieser Entdeckung begann ich, mich intensiv mit 
Kugelpackungen und figurierten Zahlen zu beschäftigen. 


Hilfreiches und viele Anregungen zu meinem Forschungsgebiet fand ich 
zunächst nur in dem Buch „Synergetics: Explorations in the Geometrie of 
Thinking“ von R. Buckminster Fuller [1]. 


N. J. A. Sloanes „Ihe On-Line Encyclopedia of Integer Sequences“ (OEIS) 
[8] half mir dann später bei der Überprüfung, ob meine wesentlichen Ent- 
deckungen schon irgendwo veröffentlicht sind. 


Und als ich bereits alles, was ich hier aufzeige, schon gefunden hatte, stieß 
ich auf den bemerkenswerten Aufsatz „Magic Numbers in Polygonal and 
Polyhedral Clusters“ von Boon K. Teo und N. ]J. A. Sloane [10], in dem sich 
unter anderem generalisierte Formeln für Kugelpackungen finden sowie 
dann doch noch einiges von dem, womit ich mich beschäftigt hatte. 


Das Grundlegende meines Forschungsgebiets müsste also lange bekannt 
sein, wenn es auch kaum jemand kennt. Doch seltsamerweise werden in 
allen von mir gefundenen Veröffentlichungen über Kugelpackungen und 
figurierte Zahlen die interessantesten Körper konsequent ignoriert. 


Dieser Aufsatz will zeigen, dass die Beschäftigung mit Kugelpackungen und 
figurierten Zahlen nicht bloß Spielerei ist, sondern zu bedeutenden mathe- 
matischen Erkenntnissen führt. 


1 EINDIMENSIONALE GRUNDLAGEN 


Alles entsteht aus der Eins. Alles entsteht aus der Einheit. Alle auf der 
Basis von Kugelpackungen erzeugten Zahlenfolgen regelmäßiger geometri- 
scher Figuren beginnen mit Eins. Eins ist Dreieckszahl, Quadratzahl, Tetra- 
ederzahl, Kubikzahl usw. Alles ist Eins. Aber eine einzelne Kugel bildet 
noch keine Elementarzelle einer geometrischen Figur. Das ist einer der 
Gründe, weshalb die Formeln in dieser Arbeit so aufgestellt sind, dass das 
Einsetzen von Null zu Eins und von Eins zur jeweiligen Elementarzelle 
führt. Das mag zunächst irritierend sein, wenn die Formeln für natürliche 
Zahlen, Quadratzahlen und Kubikzahlen nicht n, n? und n? sondern n+1, 
(n+1)? und (n+1)? lauten. Doch später zeigt sich, auch in den generali- 
sierten Formeln von Teo und Sloane [10], dass es genau so sein muss. 
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Aus der Eins bildet sich die wohl einfachste und elementarste Zahlenfolge: 


Natürliche Zahlen n+1 


vo=1 vı=2 v2=3 V3=4 A000027 (OEIS-Nr.) 


1,2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9,10, 11, 12, 
Oo. 00: OD. -OEIV 


13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 
1 1+1 1+1+1 1+1+1+1 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 


Und auch die Folge der ungeraden Zahlen spielt eine Rolle: 


Ungerade Zahlen 2n+1 


vo=1 vı=3 v»=5 V3>=7 A005408 (OEIS-Nr.) 


1, 3,5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21 


23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 
1 1+2 1+2+2 1+2+2+2 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 


Das Wichtigste ist damit bereits gezeigt. Ganze Zahlen und Addition. 
Daraus folgt alles Weitere. „vn“ nummeriert die Folgenglieder. 


2 ZWEIDIMENSIONALE FIGUREN 


In der Ebene gibt es für die Anordnung von Kugeln (bzw. von Kreisen) nur 
zwei relevante Möglichkeiten, wobei Kugeln auch als Knotenpunkte von 
Gittern betrachtet werden können: 


IR 
SRTI 
KAAI 


(I +9 


[N AAN 


oder 90°, rechtwinklige Anordnung, 4 Nachbarn (Kontakte), 2 Achsen. 


Teo und Sloane geben die folgende generalisierte Formel für die Gesamt- 
anzahl Gn von Kugeln (bzw. von Kreisen) in regelmäßigen Polygonen an [10, 
p. 4547]: 


Gn=%Fn?+%pn+1 
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Dabei entspricht p der Anzahl der Seiten und F der Anzahl dreieckiger 
Flächen, in die sich das Polygons unterteilen lässt. 


Einfachste Figur (Symplex) der Ebene ist das Dreieck. Die dazugehörigen 
Dreieckszahlen bilden sich aus der Summe ( $) der natürlichen Zahlen: 


a Dreieck > (n+1) = %(n2+3n+2) 


vo=1 vi=3 v»=6 v;=10 A000217 (OEIS-Nr.) 
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 


66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171, 

190, 210, 231, 253, 276, 300, 325, 
® 6. 351, 378, 406, 435, 465, 496, 528, 

561, 595, 630, 666, 703, 741, 780, 


Dreiecke F: 1A, Seiten p: 3 
1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 Hexagonales Gitter 


Nach Buckminster Fuller sind nur Dreiecke stabil [1, sec. 609.01]: 


A WW 
Zr; 


Die Summe der ungeraden Zahlen führt zu den Quadratzahlen: 


| Quadrat >, (2n+1) = n?+2n+1 


vo=1 vı=4 v2=9 v3=16 A000290 (OEIS-Nr.) 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 
121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 
324, 361, 400, 441, 484, 529, 576, 
625, 676, 729, 784, 841, 900, 961, 
1024, 1089, 1156, 1225, 1296, 1369 
Dreiecke F: 2 Ä, Seiten p: 4 

1 1+3 1+3+5 1+3+5+7 Rechtwinkliges Gitter 


Ein Quadrat lässt sich diagonal in zwei Dreiecke teilen. Ebenso bilden zwei 
aufeinanderfolgende Dreiecke einen Rhombus, der wiederum den Quadrat- 


zahlen entspricht: 
Or. Dr 8-0 = 1,4, 9, 16, 25, 36, 49, ... 


Und die Verdoppelung eines Quadrats führt zu ungeraden Dreieckszahlen: 


SGRSES 
IR. LAN > |] ]=1 6 15, 28, 45, 66, 91. ... 
9...o 
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Quadratzahlen entstehen durch Addition der ungeraden Zahlen. Es ist 
sogar so, dass das Flächenwachstum aller regelmäßiger ebener Figuren 
entsprechend der Summe der ungeraden Zahlen erfolgt [1, sec. 990.01]: 


Dreieck und Quadrat sind mit Kugeln auch als zentrierte Polygone bildbar: 


IN Zentriertes Dreieck 1(3n?+3n+2) 


vo=1 vı=4 v.=10 v3=19 A005448 (OEIS-Nr.) 
1, 4, 10, 19, 31, 46, 64, 85, 109, 
136, 166, 199, 235, 274, 316, 361, 
409, 460, 514, 571, 631, 694, 760, 

®) 829, 901, 976, 1054, 1135, 1219, 
1306, 1396, 1489, 1585, 1684, 
Dreiecke F: 3, Seiten p: 3 

1 1+3 1+3+6 3+6+10 Hexagonales Gitter 
X] Zentriertes Quadrat 2n?+2n+1 
vo=1 vı=5 v2=13 V3=25 A001844 (OEIS-Nr.) 


1,5, 13, 25, 41, 61, 85, 113, 145, 
181, 221, 265, 313, 365, 421, 481, 
545, 613, 685, 761, 841, 925, 1013, 
® 1105, 1201, 1301, 1405, 1513, 
1625, 1741, 1861, 1985, 2113, 


Dreiecke F: A/\, Seiten p: 4 
1 1+4 4+9 9+16 Rechtwinkliges Gitter 


Die zentrierten Dreiecke entstehen (ab vw) durch Addition von drei 
aufeinanderfolgenden Dreieckszahlen, die zentrierten Quadrate durch 
Addition von zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen. Ähnlich verhalten 
sich Raster: 


NM MAMA AAN TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAWAN 
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY, 
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAWAWAN 
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY, 
NAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN 
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY, 
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN 


\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV, 
IAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA 
WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV, 
IAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA 


N 7 V \Y \/ va Y WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV, 
X% X % KA $ A A AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVATA 
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Liegen zwei Dreiecksraster mittig übereinander, entsteht ein Raster aus 
Hexagrammen. Erst wenn noch ein 3. Dreiecksraster hinzukommt, entsteht 
wieder ein vollständiges Dreiecksraster. Liegen dagegen zwei Quadrat- 
raster mittig übereinander, entsteht sofort wieder ein Quadratraster: 


Liegen zwei Sechseckraster mittig übereinander, entsteht ein Raster aus 
Rhomben, das an Würfel erinnert: 


ea 


Das Hinzufügen eines 3. Sechseckrasters würde zu einem Dreiecksraster 
führen. Und ein Raster aus Kreuzen führt unmittelbar zu Swastikas: 


Mit Dreiecken, Quadraten, Sechsecken und Kreuzen sind die wesentlichen 
regelmäßigen Figuren gezeigt, die die Ebene lückenlos füllen. 


Die zentrierten Quadrate sind vergleichbar mit den schwarzen Feldern von 


ungeraden „Schachbrettern“: Beine 


Später werden auch Schichten entsprechend der weißen Felder benötigt: 


© „Zentriertes“ Quadrat (-1) 2n?+2n 


vo=0  vı= v,=12 V3=24 A046092 (OEIS-Nr.) 


1, 4, 12, 24, 40, 60, 84, 112, 144, 
180, 220, 264, 312, 364, 420, 480, 
544, 612, 684, 760, 840, 924, 1012, 
1104, 1200, 1300, 1404, 1512, 
1624, 1740, 1860, 1984, 2112, 


Dreiecke F: aN, Seiten p: 4 
0 4x*1 4*3 4x6 Rechtwinkliges Gitter 
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Durch „Umkugelung“ einer zentralen Kugel entstehen Sechsecke, die eben- 


falls zu den zentrierten Polygonen gehören: 


X) Zentriertes Sechseck 3n?+3n+1 

vo=1 v=7 v»=19 V3=37 A003215 (OEIS-Nr.) 
1, 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217, 
271, 331, 397, 469, 547, 631, 721, 

6) 817, 919, 1027, 1141, 1261, 1387, 
1519, 1657, 1801, 1951, 2107, 
2269, 2437, 2611, 2791, 2977, 
Dreiecke F: 6 \\, Seiten p: 6 

1 1+6 1+6+12 1+6+12+18 Hexagonales Gitter 

Durch „Umkugelung“ eines zentralen Dreiecks entstehen unregelmäßige 

Sechsecke: 

RR Unregelmäßiges Sechseck 3 [J = 3n2+6n+3 

vo=3 vı=12 v„=27 v3;=48 A033428 (OEIS-Nr.) 


3x4 3*9 3*16 


3, 12, 27, 48, 75, 108, 147, 192, 
243, 300, 363, 432, 507, 588, 675, 
738, 867, 972, 1083, 1200, 1323, 
1452, 1587, 1728, 1875, 2028, 
2187, 2352, 2523, 2700, 2883, 


Dreiecke F: 13 \\, Seiten p: 6 


Hexagonales Gitter 


Unregelmäßige Sechsecke verschiedenster Form tauchen später vielfach in 


Schichten von Kugelpackungen auf. 


Wie im Dreiecksraster zu sehen, bilden zwei 


sich durchdringende Dreiecke 


Hexagramme, die ebenfalls für Kugelpackungen von Interesse sind: 


Hexagramm 


& 


6n?+6n+1 


vo=1 vı=13 v2=37 


1+12+24+36 


1+12 1+12+24 


A003154 (OEIS-Nr.) 


1,13, 37, 73, 121, 181, 253, 337, 
433, 541, 661, 793, 937, 1093, 
1261, 1441, 1633, 1837, 2053, 
2281, 2521, 2773, 3037, 3313, 
3601, 3901, 4213, 4537, 4873, 


Dreiecke F: 12 28; Seiten p: 12 


Hexagonales Gitter 
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Auch unregelmäßige Hexagramme aus zwei aufeinanderfolgenden Drei- 
ecken werden später als Schichten in Kugelpackungen benötigt: 


R Unregelmäßiges Hexagramm 


6 L]= 


6n?+12n+6 


vo=6 v=24 =54 =96 


6*4 


6*9 


A033581 (OEIS-Nr.) 


6, 24, 54, 96, 150, 216, 294, 384, 
486, 600, 726, 864, 1014, 1176, 
1350, 1536, 1734, 1944, 2166, 
2400, 2646, 2904, 3174, 3456, 
3750, 4056, 4374, 4704, 5046, 


Dreiecke F: 28 \\, Seiten p: 12 


Hexagonales Gitter 


Wie sich schon vorher gezeigt hat, ist die generalisierte Formel von Teo 
und Sloane (siehe Seite 3) bei unregelmäßigen Polygonen nicht anwendbar. 
Sie funktioniert nur, wenn die jeweilige Zahlenfolge mit Eins beginnt. 


So wie bei Kreuzen und semi-regelmäßigen Achtecken, die hier als weitere 


ebene Figuren gezeigt werden: 


Kreuz 


TR 


Sn?+6n+1 


vo=1 vı=12 v»=33 


1 4+4x*2 


A051624 (OEIS-Nr.) 


1, 12, 33, 64, 105, 156, 217, 288, 
369, 460, 561, 672, 793, 924, 1065, 
1216, 1377, 1548, 1729, 1920, 
2121, 2332, 2553, 2784, 3025, 
3276, 3537, 3808, 4089, 4380, 


Dreiecke F: 10 /\\, Seiten p: 12 


Rechtwinkliges Gitter 


/n?+4n+1 


vo=1 vı=12 v»=37 


1 16-4x*1 


49—- 


4x3 100-4*6 


A005892 (OEIS-Nr.) 


1, 12, 37, 76, 129, 196, 277, 372, 
481, 604, 741, 892, 1057, 1236, 
1429, 1636, 1857, 2092, 2341, 
2604, 2881, 3172, 3477, 3796, 
4129, 4476, 4837, 5212, 5601, 


Dreiecke F: 14.\\, Seiten p: 8 


Rechtwinkliges Gitter 
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Damit sind die wesentlichen zweidimensionalen Figuren gezeigt. Diese 
liefern die Schichten, aus denen die nun folgenden Kugelpackungen sich 
zusammensetzen, oder sind sonstwie als Anschauungsobjekt nützlich. 


3 DREIDIMENSIONALE FIGUREN 
Für die Anordnung von Kugeln in räumlichen geometrischen Figuren gibt 
es verschiedene Arten von Kugelpackungen, nach denen dieser Abschnitt 
unterteilt ist. 
Für die Gesamtanzahl Gn von Kugeln in regelmäßigen Polyedern geben Teo 
und Sloane die folgende generalisierte Formel an [10, p. 4548]: 
Gn = an? +%ßn?+yn+1 

wobei 

a=%C,ß=-%F,y=-Fs+tI+t1-%C 
Hierbei ist C die Anzahl tetraedrischer Zellen, in die sich das jeweilige 
Polyeder unterteilt, Fs die Anzahl dreieckiger Flächen, in die sich die 


Außenschale der Elementarzelle unterteilt, und /ı die Anzahl der Kugeln im 
Inneren der Elementarzelle. 


3.1 KUBISCH PRIMITIVE KUGELPACKUNG 

In der kubisch primitiven Kugelpackung haben innere Kugeln 6 Nachbarn 
(Kontakte). Diese Packung entspricht der geläufigen 3-achsigen räumlichen 
Vorstellung. 


Am einfachsten lässt sich diese Packungsart mit dem herkömmlichen 
Würfel demonstrieren: 


2) Primitiver Würfel I = n?+3n?+3n+1 


vo=1 vı=8 v»=27 A000578 (OEIS-Nr.) 
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000, 
1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913, 
® 5832, 6859, 8000, 9261, 10648, 12167, 
13824, 15625, 17576, 19683, 21952, 24389, 
Tetraeder-Zellen C: 6 &. 
1*1 2x4 3*9 Dreiecke Fs: 12 (6), Kern I;: O 

1 1+7 1+7+19 Kubisch primitive Kugelpackung 


Das Bauen dieser Würfel mit einzelnen Kugeln ist aber eine recht instabile 
Angelegenheit. Mit magnetisierten Kugeln ist es zwar hinzukriegen. 
Einfacher jedoch ist es, diese Packung mit Bausteinen aus kleineren 
Würfeln anstatt mit Kugeln zu bauen. Sie kann daher auch „Würfel- 
packung“ genannt werden. 
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Bei den tetraedrischen Zellen, in die sich die Polyeder unterteilen, muss es 
sich nicht um regelmäßige Tetraeder handeln. Wie sich der primitive 
Würfel in 6 Tetraeder unterteilt, zeigen Teo und Sloane [10, p. 4551]. Bei 
den meisten anderen Polyedern ist diese Unterteilung leichter zu ermitteln. 


Wie in der Einleitung bereits erwähnt, führt die Addition aufeinander- 
folgender zentrierter Sechseckzahlen zur Zahlenfolge der primitiven 
Kubikzahlen: 


Das sollte nicht überraschen, denn das Sechseck ist die zweidimensionale 
Projektion des dreidimensionalen Würfels: 


0-8 - © 
3 Achsen 


Da die Zahlenfolge der primitiven Kubikzahlen auch bei Körpern in anderen 
Packungsarten wieder auftaucht, werde ich auf diesen Zusammenhang 
noch öfters zurück kommen. 


Auch die folgende durch Stapelung aufeinanderfolgender zentrierter 
Quadrate entstehende Zahlenfolge wird noch eine Rolle spielen. Zur 
anschaulicheren Darstellung sind die Kugeln durch Würfel ersetzt: 


Ban Zentrierte Stufenpyramide IX = 13(2n?+6n?+7n+3) 


vo=1 vi=6 v,=19 A005900 (OEIS-Nr.) 
1, 6, 19, 44, 85, 146, 231, 344, 489, 670, 


891, 1156, 1469, 1834, 2255, 2736, 3281, 
Q 3894, 4579, 5340, 6181, 7106, 8119, 9224, 
10425, 11726, 13131, 14644, 16269, 18010, 


Tetraeder-Zellen C: 4 &: 
Dreiecke Fi: sAÄ ‚Kern I: O 
1 1+5 1+5+13 Kubisch primitive Kugelpackung 


32 HEXAGONAL PRIMITIVE KUGELPACKUNG 


In der hexagonal primitiven Kugelpackung haben innere Kugeln 8 Nach- 
barn (Kontakte), so dass diese Packung 4 Achsen aufweist (drei in der 
Ebene und eine Senkrechte). Mit Kugeln ist diese Packung ebenfalls recht 
instabil, als „Zylinderpackung“ aber leicht baubar. 
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GEHEIMES ZU KUGELPACKUNGEN UND FIGURIERTEN ZAHLEN 


Als Beispiele zeige ich im Folgenden nur die Körper, deren Zahlenfolgen in 
anderen Packungsarten später wieder auftauchen. 


Durch Stapelung aufeinanderfolgender zentrierter Dreiecke entsteht eine 
dreieckige Stufenpyramide bzw. ein Stufentetraeder: 


S./A = %n®+3n2+4n+2) 


Zentrierte 
Dreieck-Stufenpyramide 
Vo= 1 Vı= 5 \"= 15 
1 1+4 1+4+10 


A006003 (OEIS-Nr.) 

1, 5, 15, 34, 65, 111, 175, 260, 369, 505, 
671, 870, 1105, 1379, 1695, 2056, 2465, 
2925, 3439, 4010, 4641, 5335, 6095, 6924, 
7825, 8801, 9855, 10990, 12209,13515, 
Tetraeder-Zellen C: 3 &. 

Dreiecke Fs: 6A ‚Kern Iı: O 


Hexagonal primitive Packung 


Durch Stapelung aufeinanderfolgender Sechsecke entsteht eine Sechseck- 
Stufenpyramide und wieder die Zahlenfolge der primitiven Kubikzahlen: 


>69 = n?+3n2+3n+1 


we Sechseck-Stufenpyramide 
vo=1 vı=8 v»=27 
1 1+7 1+7+19 


A000578 (OEIS-Nr.) 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000, 
1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913, 
5832, 6859, 8000, 9261, 10648, 12167, 
13824, 15625, 17576, 19683, 21952, 24389, 
Tetraeder-Zellen C: 6 &; 

Dreiecke Fs: 12 N, Kern I: O 


Hexagonal primitive Packung 


Aus zwei aufeinanderfolgenden Sechseck-Stufenpyramiden bildet sich eine 


Sechseck-Stufenbipyramide: 


Ir Sechseck-Stufenbipyramide 


BID@XQ) = 2n°+3n2+3n+1 


vo=1 vı=9 v2=35 
1 1+7+1 1+7+19+7+1 


A 005898 (OEIS-Nr.) 

1, 9, 35, 91, 189, 341, 559, 855, 1241, 1729, 
2331, 3059, 3925, 4941, 6119, 7471, 9009, 
10745, 12691, 14859, 17261, 19909, 228135, 
25991, 29449, 33201, 37259, 41635, 46341, 


Tetraeder-Zellen C: 12 &. 
Dreiecke Fs: 12 IN, Kern I:: 1 


Hexagonal primitive Packung 
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Da solch eine „gespiegelte“ Stapelung bzw. Addition später noch öfters 
vorkommt, erfolgt folgende Definition der „Bi-Summe“: 


Bi>, an = ao+a1+q2+...+4n-1+An+An-1+...+42+q1+qo0 


Auch aufeinanderfolgende Hexagramme können gestapelt werden und 
führen zu einer Hexagramm-Stufenpyramide: 


Hexagramm- 
EB Stufenpyramide IR = Z2n’+6n?+5n+1 


vo=1 vi=14 v.=51 A007588 (OEIS-Nr.) 

1, 14, 51, 124, 245, 426, 679, 1016, 1449, 
1990, 2651, 3444, 4381, 5474, 6735, 8176, 
9809, 11646, 13699, 15980, 18501, 21274, 
24311, 27624, 31225, 35126, 39339, 43876, 
Tetraeder-Zellen C: 12 & 

Dreiecke Fs: 24 /\\ , Kern Iı: 0 

1 1+13 1+13+37 Hexagonal primitive Packung 


Aus zwei aufeinanderfolgenden Hexagramm-Stufenpyramiden bildet sich 
eine Hexagramm-Stufenbipyramide: 


Hexagramm- 
EB Stufenbipyramide BISIR = 4n?+6n?+4n+1 


vo=1 vı=15 v.=65 A 005917 (OEIS-Nr.) 

1, 15, 65, 175, 369, 671, 1105, 1695, 2465, 
3439, 4641, 6095, 7825, 9855, 12209, 
14911, 17985, 21455, 25345, 29679, 34481, 
39775, 45585, 51935, 58849, 66351, 74465, 
Tetraeder-Zellen C: 24 &. 

Dreiecke Fs: 24 N ‚Kern I;:1 

1 1+13+1 1+13+37+13+1 Hexagonal primitive Packung 


Die zeichnerische Darstellung der Hexagramm-Stufenbipyramide ist zwar 


unbefriedigend, doch die so entstehende Zahlenfolge ist durchaus von 
Bedeutung. 


3.3 KUBISCH RAUMZENTRIERTE KUGELPACKUNG 


In der kubisch raumzentrierten Kugelpackung haben innere Kugeln 
ebenfalls 8 Nachbarn (Kontakte), so dass auch diese Packung 4 Achsen 
aufweist entsprechend der 4 Raumdiagonalen eines Würfels. 
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Namensgebender Körper dieser Packungsart ist der raumzentrierte Würfel, 
der der Zahlenfolge der Sechseck-Stufenbipyramide entspricht: 


Raumzentrierter Würfel Bid, OO = 2n?+3n?+3n+1 
vo=1 vı=9 v2=35 A 005898 (OEIS-NTr.) 
1, 9, 35, 91, 189, 341, 559, 855, 1241, 1729, 
2331, 3059, 3925, 4941, 6119, 7471, 9009, 
® 10745, 12691, 14859, 17261, 19909, 22815, 
25991, 29449, 33201, 37259, 41635, 46341, 
Tetraeder-Zellen C: 12 (6 Mb), 
1 8+1 27+8 Dreiecke Fs: 12 A, Kern I: 1 
1 1+7+1 1+7+19+7+1 Kubisch raumzentrierte Kugelpackung 


Ähnlich wie das zentrierte Quadrat aus zwei aufeinanderfolgenden 
Quadraten besteht, besteht der raumzentrierte Würfel aus zwei aufein- 
anderfolgenden primitiven Würfeln. Im Schnittpunkt der 4 Raumdiagonalen 
der Elementarzelle ist eine weitere Kugel angeordnet, so dass sich die 8 
Eckkugeln untereinander nicht berühren, sondern nur Kontakt zur 
zentralen Kugel im Inneren haben. Dadurch ist auch diese Packungsart mit 
Kugeln eine recht instabile Angelegenheit. Mit Bausteinen aus abge- 
stumpften Oktaedern ist diese Packung leicht baubar, wobei sich dann 
allerdings auch die Eckbausteine berühren. Ein Vergleichskörper ist auch 
ein Würfelcluster, bei dem sich die einzelnen Würfel nur an den Ecken 


berühren. 5 


Die 4 Raumdiagonalen des raumzentrierten Würfels bilden 6 innenliegende 
Pyramiden. Werden diese 6 Pyramiden umgedreht und von außen an den 
Würfel angelegt, entsteht ein Rhombendodekaeder, dessen Zahlenfolge der 
Hexagramm-Stufenbipyramide entspricht: 


Rhombendodekaeder BIIIR = 4n?+6n?+4n+1 


A 005917 (OEIS-Nr.) 

1, 15, 65, 175, 369, 671, 1105, 1695, 2465, 
3439, 4641, 6095, 7825, 9855, 12209, 
14911, 17985, 21455, 25345, 29679, 34481, 
39775, 45585, 51935, 58849, 66351, 74465, 
Tetraeder-Zellen C: 24 (6 Do), 

1 9+6*1 35+6*5 Dreiecke Fs: 24 (129), Kern I: 1 

1 1+13+1 1+13+37+13+1 |Kubisch raumzentrierte Kugelpackung 
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Die Dreicksflächen zweier benachbarter aufgesetzter Pyramiden liegen in 
einer Ebene und bilden so die 12 Rhomben, nach denen dieser Körper 
benannt ist. 


Neben der Tatsache, dass Cluster aus Rhombendodekaedern den Raum 
lückenlos füllen, ist bemerkenswert, dass die Summe der Rhomben- 
dodekaederzahlen zu n? bzw. zu (n+1)? führt. 


& =1+15+65 +175 +... = (n+1)# 


Später folgt ein weiterer Körper mit dieser Zahlenfolge, bei dem es leichter 
fallen wird, eine Vorstellung von der 4. Dimension zu gewinnen. 


3.4 _KUBISCH DICHTESTE KUGELPACKUNG (ABC) 


In dichtesten Kugelpackungen haben innen liegende Kugeln 12 Nachbarn 
(Kontakte). Es gibt verschiedene dichteste Kugelpackungen, die sich 
anhand der hexagonalen Schichtfolgen unterscheiden. In Analogie zum 
Dreiecksraster (siehe Seite 5) gibt es bei der dichtesten Stapelung von 
hexagonalen Schichten drei verschiedene Positionen für Kugeln (A, B und 
C). In der kubisch dichtesten Kugelpackungen werden diese drei Positionen 
immer abwechselnd in der gleichen Reihenfolge besetzt (ABC ABC usw.), 
so dass Kugeln immer nach drei hexagonalen Schichten wieder direkt 
übereinander liegen. Da in solch einer Packung gekippt auch rechtwinklige 
Schichten und regelmäßige Würfel entstehen, wird sie auch kubisch 
dichteste oder kubisch flächenzentrierte Kugelpackung genannt. Ich selbst 
bevorzugen den Namen „ABC-Packung“. Sie weist 6 Achsen auf. 


Einfachster Körper dieser Packungsart und einfachster Körper (Symplex) 


des Raumes überhaupt ist das Tetraeder. Es entsteht durch Stapelung 
aufeinanderfolgender Dreiecke: 


AR Tetraeder > /\ = Yln?+6n?+11n+6) 


vo=1 vi=4 v=10 A000292 (OEIS-Nr.) 
1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, 286, 


364, 455, 560, 680, 816, 969, 1140, 1330, 
® 1540, 1771, 2024, 2300, 2600, 2925, 3276, 
3654, 4060, 4495, 4960, 5456, 5984, 6545, 


Tetraeder-Volumen C: 1 IS; 
Dreiecke Fs: aN ‚Kern I: O 
1 1+3 1+3+6 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 
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Beispiel Schichtfolge Tetraeder vs: 


A OO 1 x 0000 4 
2 © 3 v 668 6 
bzw. um 
C NN 6 54742 X ER 6 
gekippt 
u we 

20 20 


Buckminster Fuller folgend wird das Volumen des regelmäßigen Tetraeders 
gleich Eins gesetzt [1, sec. 222.30, 990.00]. Da dann das Volumen einer 
regelmäßigen (quadratischen) Pyramide gleich Zwei ist und alle Körper in 
dichtester Kugelpackung aus Tetraedern und Pyramiden (bzw. Oktaedern) 
zusammengesetzt sind, kann so das Volumen in der ABC-Packung sehr 
einfach aus den jeweiligen Körpern abgelesen werden. Volumenangaben 
beziehen sich also auf das Symplex Tetraeder. Und das Tetraeder-Volumen 
entspricht dabei jeweils der Anzahl tetraedrischer Zellen C. 


Durch Stapelung aufeinanderfolgender Quadrate entstehen Pyramiden: 


FAN (Quadratische) Pyramide > | = Ys(2n?+9n?+13n+6) 


vo=1 vı=5 v=14 A000330 (OEIS-Nr.) 
1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, 204, 285, 385, 506, 


650, 819, 1015, 1240, 1496, 1785, 2109, 
O 2470, 2870, 3311, 3795, 4324, 4900, 5525, 
6201, 6930, 7714, 8555, 9455, 10416, 11440 


Tetraeder-Volumen C: 2 (1 &), 
Dreiecke Fs: 6 (4 N ,1[_]), Kern I: 0 
1 1+4 1+4+9 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge (quadratische) Pyramide v:: 
X Ö 1 A 


e..s; 
& 4 bzw. um B SO 
54,74° 
533 9 gekippt C 000% 9 
d::252 N 
30 
In Analogie zum Quadratraster (siehe Seite 6) gibt es bei der dichtesten 
Stapelung von rechtwinkligen Schichten nur 2 verschiedene Positionen für 
Kugeln (X und Y). Und wie beim Oktaeder noch deutlicher ersichtlich ist, 


weisen Tetraeder und Pyramide trotz unterschiedlicher Basis tatsächlich 
dieselbe Kugelpackung auf, nur um 54,74° gekippt. 


T 
x 
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Wird nur jedes 2. Quadrat übereinander gestapelt, entstehen quadratische 
Stufenpyramiden (kubisch primitiv), die den Tetraederzahlen entsprechen: 


Ba 1+9+25+49+... > 


4+16+36+64+... > 


unger. = 1, 10, 35, 84, ... 


gerade = 4, 20, 56, 120, ... 


OT 


Entsprechend führt die Stapelung jedes 2. zentrierten Quadrats zu den 
(quadratischen) Pyramidenzahlen. 


Wenn im Folgenden von Pyramiden die Rede ist, sind immer Pyramiden mit 
quadratischer Basis gemeint. Pyramiden mit anderer Basis werden ent- 
sprechend ihrer Basis benannt. 


Wie das Stapeln von z.B. Orangen zu Tetraedern oder Pyramiden zeigt, 
stellt die dichteste Kugelpackung tatsächlich die stabilste Art zur Bildung 
von Kugelclustern dar. Körper in der dichtesten Kugelpackung lassen sich 
zudem leicht mit Stahlkugeln und Magnetstäben bauen. Solche Modelle 
erleichtern die Analyse von Kugelpackungen ungemein und führen so zu 
einer haptischen Mathematik. 


Oben ist bereits erwähnt, dass sämtliche dichtesten Kugelpackungen aus 
den Elementarzellen von Tetraedern und Pyramiden aufgebaut sind, wobei 
Pyramiden vorwiegend verdoppelt als Oktaeder vorkommen und nur bei 
Quadraten in der Außenschale als einzelne Pyramiden. Zu beachten ist in 
der ABC-Packung, dass sich zwei Tetraeder-Elementarzellen oder zwei 
Oktaeder-Elementarzellen niemals an ihren Dreiecksflächen berühren. 


Zwei aufeinanderfolgende Pyramiden bilden zusammengesetzt Oktaeder: 


N Oktaeder Bi>,| |= IX|= %(2n?+6n2+7n+3) 
vo=1 vı=6 v»=19 A005900 (OEIS-Nr.) 
1, 6, 19, 44, 85, 146, 231, 344, 489, 670, 
891, 1156, 1469, 1834, 2255, 2736, 3281, 
®. 3894, 4579, 5340, 6181, 7106, 8119, 9224, 
10425, 11726, 13131, 14644, 16269, 18010, 
Tetraeder-Volumen C: 4 (1 o& ), 
1 5+1 14+5 Dreiecke Fs: 8/\, Kern Iı: 0 
1 1+4+1 1+4+9+4+1 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Das Oktaeder ist neben dem Tetraeder der elementarste Körper für 
dichteste Kugelpackungen. Seine 12 Kanten bilden drei rechtwinklig 
zueinander stehende Quadrate. 
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X 6) 1 
v8 4 an © 
bzw. um 
DR Re 
gekippt 
x 8 4 C N 6 
T Or 19 
19 


Die Oktaederzahlen ergeben sich sowohl aus der Summe aufeinander- 
folgender zentrierter Quadrate als auch aus der Bi-Summe der Quadrat- 


zahlen. 


Durch Aufsetzen zweier gegenüberliegender Tetraeder wird das Oktaeder 


zum Rhomboeder: 


Rhomboeder 


3,& = n°+3n?+3n+1 


vı=8 v»=27 


19+2x4 
1+7+19 


A000578 (OEIS-Nr.) 


1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000, 
1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913, 
5832, 6859, 8000, 9261, 10648, 12167, 
13824, 15625, 17576, 19683, 21952, 24389, 


Tetraeder-Volumen C: 6 (1 Ö, 2 &D), 
Dreiecke Fs: 12 (69), Kern I;: O 


Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge Rhomboeder v:: 


A ®) 1 
B O0 3 On 
CD 6 eo: v6 6 
bzw. um 
A SI 7 bzw B Ks 9 54,74° x 533 9 
gekippt 
DC 086 
27 
ee: x OOo. 
A OO 1 27 
27 


Das Rhomboeder weist die Besonderheit auf, dass es zwei sich unter- 
scheidende hexagonale Schichtfolgen gibt, da durch die gegenüberliegend 
auf das Oktaeder aufgesetzten Tetraeder nicht alle Ecken denselben 
Abstand zum Mittelpunkt haben. Bei den übrigen hier behandelten Körpern 
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in der kubisch dichtesten Kugelpackung werden die hexagonalen Schichten 
immer deckungsgleich sein. 


Bedingt durch die Schichtenfolge ABC ABC usw. sind alle Körper in der 
kubisch dichtesten Kugelpackung in ihrem Inneren aus Elementarzellen 
des Rhomboeders aufgebaut: 


AO 
B OO 
ae, 
Ar. 
In dem Buch „Anschauliche Geometrie“ von David Hilbert und Stephan 


Cohn-Vossen wird die kubisch dichteste Kugelpackung deshalb auch 
„Kugellagerung des Rhomboe&dergitters“ genannt [3, p. 41]. 


Das Rhomboeder füllt den Raum lückenlos. Es handelt sich um einen 
verzerrten primitiven Würfel, bei dem die 6 Quadratflächen zu Rhomben 
verformt sind. Daher entsprechen die Rhomboederzahlen den primitiven 
Kubikzahlen und der Summe der zentrierten Sechseckzahlen: 


+... =1, 8, 27, 64, ... = (n+1)? 


So wie das Flächenwachstum aller regelmäßiger ebener Figuren entspre- 
chend der Summe der ungeraden Zahlen erfolgt (siehe Seite 5), so erfolgt 
das Volumenwachstum aller regelmäßiger räumlicher Figuren entspre- 
chend der Summe zentrierter Sechseckzahlen [1, sec. 990.01]: 


Tetraeder-Schichten Pyramiden-Schichten 


ws ı & A 11 Di: 2% 


8 N 7/T-V. KH 14 T.-V. 


(3 Tet. + 1 Okt.) (5 Pyr. + 4 Tet.) 


27- 


NR 
NV NV an 


(7 Tet. + 3 Okt.) (13 Pyr. + 12 Tet.) 


(T.-V. = Tetraeder-Volumen) 
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Was das Sechseck für die Ebene ist, ist das Kuboktaeder für den Raum. 
Durch vollständige „Umkugelung“ einer zentralen Kugel entsteht die Ele- 
mentarzelle des Kuboktaeders: 


a. Kuboktaeder 13(10n?+15n?+11n+3) 


vo=1 vi=13 v,=55 A005902 (OEIS-Nr.) 

1, 13, 55, 147, 309, 561, 923, 1415, 2057, 

2869, 3871, 5083, 6525, 8217, 10179, 
12431, 14993, 17885, 21127, 24739, 28741, 

® 33153, 37995, 43287, 49049, 55301, 62063, 

Tetraeder-Volumen C: 20 (8 &. 6 A), 

Dreiecke Fs: 20 sA j 6] ), Kern Ih: 1 

1 1+12 1+12+42 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge Kuboktaeder v;: 


ee 

Br 
bzw. um 

Rt 54742 X aus 13 
gekippt 

v Saar 7 

EB  & xD 2 

55 55 


Die Elementarzelle des Kuboktaeder ist der einfachste Körper, um die 12 
Nachbarn einer zentralen Kugel sowie die daraus resultierenden 6 Achsen 
in der kubisch dichtesten Kugelpackung zu demonstrieren: 


A > x & 

BO v 88 

es x & 
In den hexagonalen Schichten hat eine Kugel in der Ebene 6 Nachbarn 
sowie 3 darüber und 3 darunter. In den rechtwinkligen Schichten hat eine 
Kugel in der Ebene 4 Nachbarn sowie 4 darüber und 4 darunter. Durch 


Herumlegen einer weiteren Schale Kugeln bildet sich jeweils das nächst- 
größere Kuboktaeder. 


Das Kuboktaeder ist aus 8 Tetraedern und 6 Pyramiden zusammengesetzt. 
Die 24 Außenkanten bilden 4 unabhängige Sechsecke. Die Elementarzelle 
entspricht einem Würfel, an dessen 8 Ecken Y«ı-Pyramiden abgeschnitten 
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sind. Buckminster Fuller hat dem Kuboktaeder den Namen „Vector- 
Equilibrium“ (Vektor-Gleichgewicht) gegeben [1, sec. 430.00]. 


Wenn die Elementarzelle eines Oktaeders komplett mit Kugeln umhüllt 
wird, entsteht das abgestumpfte Oktaeder: 


16n?+15n?+6n+1 


A005910 (OEIS-Nr.) 

1, 38, 201, 586, 1289, 2406, 4033, 6266, 
9201, 12934, 17561, 23178, 29881, 37766, 
46929, 57466, 69473, 83046, 98281, 
115274, 134121, 154918, 177761, 202746, 
Tetraeder-Vol. C: 96 (32 &, 13 ©, 6 €), 
Dreiecke Fs: 60 (809 , 6[]), Kern I.: 6 

1 44—-6*1 231-6*5 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge abgestumpftes Oktaeder v:: 


x 8 4 
7 
> 
12 bzw. um 
54,74° x 12 
gekippt 
12 
BB: 
2 
38 ı BB 4 


38 

Das abgestumpfte Oktaeder ist der Gigant unter den regelmäßigen 
Körpern, mit einem Tetraeder-Volumen der Elementarzelle von 96. Das liegt 
daran, dass es ein Oktaeder und somit 6 Kugeln als Kern aufweist, während 
alle anderen Elementarzellen von regelmäßigen Körpern entweder gar 
keinen Kern oder einen Kern von einer einzigen Kugel haben. Es ist 
insgesamt aus 32 Tetraedern, 13 Oktaedern und 6 Pyramiden zusammen- 
gesetzt und weist an seiner Oberfläche 8 zentrierte Sechsecke und 6 
Quadrate auf. 


“& 
"> 
& 
x: 


Das abgestumpfte Oktaeder bildet sich seinem Namen entsprechend auch, 
indem an den Ecken eines Oktaeders Kugeln entsprechend der Pyramiden- 
zahlen entfernt werden, so dass regelmäßige Sechsecke und Quadrate 
entstehen. Da sich nur jedes 3. Dreieck zu einem regelmäßigen Sechseck 
reduzieren lässt, kann auch nur jedes 3. Oktaeder zu einem regelmäßigen 
abgestumpften Oktaeder reduziert werden. Und so, wie ein Oktaeder aus 
drei rechtwinklig zueinander stehenden Quadraten besteht, besteht das 
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abgestumpfte Oktaeder aus drei rechtwinklig zueinander stehenden 
Kreuzen bzw. Achtecken. Dabei bilden die mittleren Quadrate der Kreuze 
das zentrale Oktaeder und die 3*8 äußeren Eckkugeln der Kreuze die 24 
Ecken des abgestumpften Oktaeders. Die Mittelkugeln der 8 äußeren 
Sechsecke wiederum bilden zusammen mit dem zentralen Oktaeder einen 
Oktaederstern aus zwei sich durchdringenden Tetraedern (siehe Seite 23). 


Als Gitter entsteht das abgestumpfte Oktaeder in Analogie zum Kubok- 
taeder, wenn ein zentrales Oktaeder mit 12 Oktaedern umhüllt wird. Und 
wie in Abschnitt 3.3 dargestellt, lässt sich mit Bausteinen aus abge- 
stumpften Oktaedern der Raum lückenlos füllen. Die fortgesetzte Umhül- 
lung eines zentralen abgestumpften Oktaeders mit abgestumpften Okta- 
edern führt zur Folge der Rhombendodekaederzahlen. 


Kuboktaeder und abgestumpftes Oktaeder entstehen durch Umhüllung 
einer zentralen Kugel bzw. eines zentralen Oktaeders und weisen beide 14 
Flächen auf. Umhüllungen anderer geometrischer Figuren mit einer Kugel- 
schicht führen zu unregelmäßigen Körpern: 


Zum Beispiel „Umhülltes Tetraeder“: 


AO 3 x RB 


6 14 Flächen: 
B SD 7 bzw. um Y er 8 ı A 
54,74° 
6 SH 12 _ gekippt X 0330 8 4 AA 
aD 6 0. 8 Zum 
28 28 


Mit Stahlkugeln und Magnetstäben lässt sich schnell zeigen, dass in der 
kubisch dichtesten Kugelpackung die Umhüllungen aller konvexer regel- 
mäßiger geometrischer Figuren (einzelne Kugel, Kugeln in einer Reihe, 
Dreieck, Rhombus, Quadrat, zentriertes Quadrat, zentriertes Sechseck, 
Achteck, Tetraeder, Pyramide, Oktaeder, Rhomboeder, Kuboktaeder, abge- 
stumpftes Oktaeder, abgestumpftes Tetraeder, flächenzentrierter Würfel) 
zu Körpern mit 14 Flächen führen. 


Diese Gesetzmäßigkeit scheint eine Entsprechung in der belebten Natur zu 
haben. Buckminster Fuller weist in „Synergetics“ in Zusammenhang mit 
seiner aus Tetraedern und Oktaedern gebildeten „Isotropic Vector Matrix“ 
darauf hin, dass Blasen im Inneren von Schaum sowie innere biologische 
Zellen ebenfalls immer 14 Facetten aufweisen [1, sec. 1025.13]. 
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Neben dem abgestumpften Oktaeder kann auch das abgestumpfte Tetra- 
eder als kubisch dichteste Kugelpackung gebildet werden: 


OR Abgestumpftes Tetraeder 16(23n?+42n?+25n+6) 


vo=1 vı=16 v2=68 A005906 (OEIS-Nr.) 

1, 16, 68, 180, 375, 676, 1106, 1688, 2445, 

3400, 4576, 5996, 7683, 9660, 11950, 
14576, 17561, 20928, 24700, 28900, 33551, 

O 38676, 44298, 50440, 57125, 64376, 72216, 

Tetraeder-Volumen C: 23 (7 &. 4 Do), 

Dreiecke Fs: 28 (1.9 y aN), Kern 1:0 

1 20-4x1 84—4x4 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge abgestumpftes Tetraeder v:: 


A N 6 
Y 53 8 
B HI 10 
bzw. um X an 15 
® 15 54,74° 
gekippt 
BEER 
2 
ze v8: 
8 
x. CI)». 3, 
68 


Das abgestumpfte Tetraeder entsteht, wenn an den Ecken eines Tetraeders 
Kugeln derart entfernt werden, dass an der Oberfläche regelmäßige Sechs- 
ecke und Dreiecke entstehen. Dazu werden jeweils kleinere Tetraeder 
entfernt. Da sich nur jedes 3. Dreieck zu einem regelmäßigen Sechseck 
reduzieren lässt, kann auch nur jedes 3. Tetraeder zu einem regelmäßigen 
abgestumpften Tetraeder reduziert werden. Die Elementarzelle ist aus 7 
Tetraedern und 4 Oktaedern zusammengesetzt und weist an seiner Ober- 
fläche 4 zentrierte Sechsecke und 4 Dreiecke auf. Es hat ein Tetraeder- 
Volumen von 23. 


Das abgestumpfte Tetraeder entsteht auch, wenn 4 Oktaeder an den Drei- 
ecksflächen eines zentralen Tetraeders aufgesetzt werden. Das zentrale 
Tetraeder liefert dabei die Mittelkugeln der 4 Sechsecke in der Außen- 
schale. 
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Wenn dagegen umgekehrt 8 Tetraeder an den Dreiecksflächen eines 
zentralen Oktaeders aufgesetzt werden, entsteht ein Oktaederstern: 


7x Oktaederstern > R = 2n?+6n?+5n+1 


vo=1 v‚=14 v2=51 A007588 (OEIS-Nr.) 

1, 14, 51, 124, 245, 426, 679, 1016, 1449, 
1990, 2651, 3444, 4381, 5474, 6735, 8176, 
®) 9809, 11646, 13699, 15980, 18501, 21274, 
24311, 27624, 31225, 35126, 39339, 43876, 
Tetraeder-Volumen C: 12 (8 & 19), 

1 6+8*1 19+8x*4 Dreiecke Fs: 24/\, Kern Iı: 0 

1 1+13 1+13+37 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge Oktaederstern va: 
A ©) 1 


B 15 T 


\& 
A 


3 x 


Bis 
51 
Da dieser Körper aus zwei sich durchdringenden Tetraedern besteht, wird 
er auch Tetraederstern genannt. Ich bevorzuge es allerdings, Sternkörper 
nach ihrem zentralen Polyeder zu benennen. Und dieser Sternkörper 
entsteht durch Aufsetzen von 8 Tetraedern auf die Dreiecksflächen eines 
zentralen Oktaeders. Und wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, führt auch die 
Stapelung aufeinanderfolgender Hexagramme zur Zahlenfolge der Okta- 
edersternzahlen: 


38 
8 
A GE 13 a x ED 9 
8 
© SE 


1, 14, 51, 124, ... 
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Die Summe sich durchdringender Dreiecke führt zu sich durchdringenden 
Tetraedern. Nicht umsonst wird der Oktaederstern auch als dreidimen- 
sionales Hexagramm angesehen. Und die Schnittmengen beider Figuren 
haben mit Sechseck und Oktaeder jeweils 6 Ecken. Und trotzdem habe ich 
diesen numerischen Zusammenhang so explizit nirgends veröffentlicht 
gefunden. Bei Deza und Deza immerhin ist er in Zusammenhang mit 
zentrierten Zwölfeck-Pyramidenzahlen knapp erwähnt [2, p. 140]. 


Die 8 äußeren Ecken des Oktaedersterns bilden einen regelmäßigen 
Würfel. Und die Elementarzelle des Oktaedersterns ist auch die Elementar- 
zelle des Würfels in der dichtesten Kugelpackung: 


7 Dicht gepackter Würfel 4n?+6n?+3n+1 


A050492 (OEIS-Nr.) 

1, 14, 63, 172, 365, 666, 1099, 1688, 2457, 
3430, 4631, 6084, 7813, 9842, 12195, 
14896, 17969, 21438, 25327, 29660, 34461, 
39754, 45563, 51912, 58825, 66326, 74439, 
Tetraeder-Vol. C: 24 (8, 1, 12 46, 
Dreiecke Fs: 24 (6), Kern Iı: 0 

1 2x5+1x*4 3*13+2*12 Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


vo=1 vı=14 


®) 


Beispiel Schichtfolge dicht gepackter Würfel v;: 


A Ö 1 
er 88. 
Ko EB 
bzw. um 
ES 19 5474° X Bra ia 
gekippt 
np 88 
Be 
oO ı 63 
63 


Zwei sich durchdringende Tetraeder bilden die Elementarzelle des Würfels 
in der dichtesten Kugelpackung. So lässt sich der dichtgepackte Würfel 
nicht nur durch Stapelung der beiden Arten von zentrierten Quadraten 
bilden, sondern auch aus Oktaedersternen durch Auffüllen der 12 Kanten 
mit halben Pyramiden bzw. kleinen Tetraedern. Aufgrund dieses Körpers 
wird die ABC-Packung kubisch dichteste bzw. kubisch flächenzentrierte 
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Kugelpackung genannt. Trotzdem findet sich zu dieser demnach elemen- 
tarsten Zahlenfolge der ABC-Packung in „Ihe On-Line Encyclopedia of 
Integer Sequences“ nicht eine einzige Referenz [3]. Und in dem aktuellen 
Standardwerk „Figurate Numbers“ von Deza und Deza sucht man nach 
dem flächenzentrierten Würfel und seiner Zahlenfolge vergeblich [2]. 


Ich selbst bin bei Buckminster Fuller auf diesen Körper aufmerksam 
geworden. In „Synergetics“ ist die Elementarzelle dargestellt und der 
nächstgrößere Würfel textlich beschrieben als Kuboktaeder mit 55 Kugeln, 
an dessen 8 Dreiecksflächen jeweils eine weitere Kugel angelegt wird [1, 
sec. 416.03]. 


Und wie schon bei den Dreieckszahlen, taucht auch in der Zahlenfolge des 
dicht gepackten Würfels die gebrandmarkte Zahl 666 auf: 


6*61 = 366 
5*60 = 300 
666 


(6 Kugeln je Außenkante) 


Da ich zufällig wusste, dass 365 im Oktalsystem (Stellenwertsystem zur 
Basis 8) 555 ist, gelangte ich zu folgender bemerkenswerten Tabelle: 


Anzahl Basis | Anzahl 
J\aıl88ealı|S|® 

ten Se k system | ten eo k 
1 1 1 1 1 
2 3 6 14 7 2 11 11+11 111+111 111 
3 5 15 63 21 4 11 33 333 111 
4 7 28 172 43 6 11 44 444 111 
5 9 45 365 73 8 11 55 555 111 
6 11 66 666 111 10 11 66 666 111 
7 13 91 1099 157 12 11 77 777 111 
8 15 120 1688 211 14 11 88 888 111 
9 17 153 2457 273 16 11 99 999 111 
10 19 190 3430 343 18 11 xX XXX 111 


k = Anzahl Kugeln in Außenkante der dicht gepackten Würfel 


Im Stellenwertsystem zur Basis 2 gibt es keine Ziffer 2. Und wie die Zeile 
k=1 auf der rechten Seite auszufüllen ist, bleibt zu untersuchen. Die unge- 
raden Dreieckszahlen in dieser Tabelle entsprechen dem größten Dreieck 
in den hexagonalen Schichtfolgen des jeweiligen dicht gepackten Würfels. 


In welchem Stellenwertsystem rechnet das Universum? Rechenmaschinen 
benötigen Stellenwertsysteme, deren Basis eine Potenz von 2 ist. Menschen 
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dagegen rechnen bevorzugt im Dezimalsystem. Das hebt die Zahl 666 in 
dieser Struktur an prominentester Stelle hervor. Eine Struktur, die zu 
schön ist, als dass sie keine Relevanz haben könnte. 


So wie zentrierte Quadrate den schwarzen Feldern von ungeraden 
„Schachbrettern“ entsprechen (siehe Seite 6), so lassen sich dicht gepackte 
Würfel mit ungeraden „Schachräumen“ bzw. Würfelclustern aus kleinen 
Würfeln und würfelartigen Hohlräumen vergleichen: 


Werden bei dem Vergleichskörper links Würfel und Hohlräume vertauscht, 
entsteht ein dicht gepackter Würfel ohne ausgebildete Ecken: 


© Dicht gepackter Würfel (—-1) 


An?+6n?+3n 


0 2*4+1x*5 


3*12+2x*13 


A268201 (OEIS-Nr.) 


0, 13, 62, 171, 364, 665, 1098, 1687, 2456, 
3429, 4630, 6083, 7812, 9841, 12194, 
14895, 17968, 21437, 25326, 29659, 34460, 
39753, 45562, 51911, 58824, 66325, 74438, 


Tetraeder-Vol. C: 24 (8 ES; 6, 8 Yı DD), 
Dreiecke Fs: 24 (6 DD), Kern I;: 1 


Kubisch dichteste Kugelpackung (ABC) 


Beispiel Schichtfolge dicht gepackter Würfel (-1) v»: 


A 3 
. x 8 
et 
589 
C 18 bzw. um 
54,74° 
gekippt x 8 12 
es 
u:E 
X 12 
©. 0. 3 88 62 


62 


Die Elementarzelle des ohne Ecken ausgebildeten dicht gepackten Würfels 
(-1) entspricht der Elementarzelle des Kuboktaeders (siehe Seite 19). An 
den 8 Ecken fehlt jeweils eine Y-Pyramide. Er entsteht durch Vertauschung 
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der rechtwinkligen XY-Schichten des dicht gepackten Würfels und hat je- 
weils nur eine Kugel weniger, als dieser. Der dicht gepackte Würfel (—-1) lie- 
fert die Kerne des regelmäßigen dicht gepackten Würfels und umgekehrt. 


Und auch bei dem ohne Ecken ausgebildeten dicht gepackten Würfel (-1) 
lohnt sich ein Blick auf andere Stellenwertsysteme: 


Anzahl Basis | Anzahl 
SB Los ® 

ten k system ten k 
0 1 0 1 
1 3 13 13 3 10 11 111 111 
2 5 12 62 31 5 10 22 222 111 
3 7 24 171 57 7 10 33 333 111 
4 9 40 364 91 9 10 44 444 111 
5 11 60 665 133 11 10 55 555 111 
6 13 84 1098 183 13 10 66 666 111 
7 15 112 1687 241 15 10 77 777 111 
8 17 144 2456 307 17 10 88 888 111 
9 19 180 3429 381 19 10 99 999 111 


k = Anzahl Kugeln in Außenkante der dicht gepackten Würfel 


Wie die Zeile k=0 komplett auszufüllen ist, bleibt zu untersuchen. Die 
„zentrierten“ Quadrate (-1) in dieser Tabelle entsprechen den Außen- 
flächen des dicht gepackten Würfels (—1). 


Die beiden Arten dicht gepackter Würfel addieren sich jeweils zu den unge- 
raden primitiven Kubikzahlen (2n+1)?. Werden die dichten Würfel durch 
die Anzahl der Kugeln in einer Außenkante geteilt, entstehen zwei Folgen, 
die sich als Diagonale in der Ulam-Spirale wiederfinden [9, p. 43-44]: 


196 195 194 193 192 191 190 189 188 187 186 185 184 183 


145 144 143 142 141 140 139 138 137 136 135 134 133 182 
Ss 146 101 100 99 98 97 96 95 94 93 92 91 132 181 


= 


ung. 147102 65 64 63 62 61 60 59 58 57 90 131 180 
1 1 0 1 148 103 66 37 36 35 34 33 32 31 56 89 130 179 
149104 67 38 17 16 15 14 13 30 55 88 129 178 
3 14 13 27 150 105 68 39 18 5 4 3 12 29 54 87 128 177 
5 63 62 125 151106 69 40 19 6 1 2 11 28 53 86 127 176 
7 172 171 343 152107 70 41 20 7 8 9 10 27 52 85 126 175 
153108 71 42 21 22 23 24 25 26 51 84 125 174 

9 365 364 729 


154109 72 43 44 45 46 47 48 49 50 83 124 173 
11 666 665 1331 155 110 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 123172 

156 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 171 
13 1099 1098 2197 


157 158 159 160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 
s = Anzahl XY-Schichten Ulam-Spirale 
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Nur die „3“ scheint nicht in dieses Schema zu passen (?). Oder man kommt 
zu folgender aberwitzigen Schlussfolgerung: 


0/0 =3 


In Zusammenhang mit dem pythagoreischen Lambdoma wird „O/O“ als ein 
Symbol für die höchste Gottheit angesehen [4, $ 25a]. In Abschnitt 6 
komme ich darauf zurück. 


Jedenfalls findet sich für die beiden gezeigten Arten von Würfeln in der 
dichtesten Kugelpackung immer ein passendes Stellenwertsystem, so dass 
die Anzahl der Kugeln des jeweiligen Würfels, sofern er einen Kern auf- 
weist, immer durch drei gleiche Ziffern ausdrückbar ist, wobei die Ziffer 
der Anzahl der Kugeln in einer Außenkante entspricht. 


Bei gerader Schichtanzahl entstehen unregelmäßige dicht gepackte „Wür- 
fel“, bei denen nur 4 Ecken entsprechend eines einbeschriebenen Tetra- 
eders mit Kugeln besetzt sind. Die Zahlenfolge entspricht der Hälfte der 
geraden primitiven Kubikzahlen (> 4, 32, 108, 256, 500, 864, 1372, ... ). 
Werden auch diese „Würfel“ durch die Anzahl der Kugeln in einer Außen- 
kante geteilt, entsteht die Folge der geraden Quadratzahlen (> 4, 16, 36, 
64, 100, 144, 196, ... ), die ebenfalls eine Diagonale in der Ulam-Spirale ist. 


Alle Körper in der kubisch dichtesten Kugelpackung lassen sich als 
„Schachraum“ bzw. Würfelcluster aus kleinen Würfeln und würfelartigen 
Hohlräumen darstellen. Dabei entsprechen die 12 Würfelkanten den Be- 
rührungspunkten bei Kugeln. 


Werden die Würfel durch Rhombendodekaeder ersetzt, entstehen lücken- 
lose Packungen ohne Hohlräume, bei denen die 12 Flächen der Rhomben- 
dodekaeder den Berührungspunkten bei Kugeln entsprechen. 


an 


An ein Tetraeder aus 4 kleinen Würfeln lässt sich jedoch kein 5. Würfel 
anfügen, um ein Bi-Ietraeder oder einen Körper mit hexagonaler AB AB- 
Schichtfolge zu bilden. 


3:9 „GESPIEGELTE“ KUBISCH DICHTESTE KUGELPACKUNG 


Die „gespiegelte“ kubisch dichteste Kugelpackung stellt einen Sonderfall 
dar, zu dem ich mit dem Bi-Tetraeder, auch dreieckige Bipyramide genannt, 
nur einen regelmäßigen Körper gefunden habe: 
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x Bi-Tetraeder Bi A= 3% = %(2n3+9n2+13n+6) 


vo=1 vi=5 v,=14 A000330 (OEIS-Nr.) 
1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, 204, 285, 385, 506, 


650, 819, 1015, 1240, 1496, 1785, 2109, 

2470, 2870, 3311, 3795, 4324, 4900, 5525, 
® 6201, 6930, 7714, 8555, 9455, 10416, 11440 

Tetraeder-Volumen C: 2 &. 


Dreiecke Fs: 6A, Kern I;: O 
1 1+3+1 1+3+6+3+1 „Gespiegelte“ ABC-Kugelpackung 


Beispiel Schichtfolge Bi-Tetraeder vs: 


AO 1 
B .@&® 3 
en 6 
a 10 
SE 36 
Be 3 
A 2 


Das Bi-Tetraeder ist aus zwei sich an einer Dreicksfläche berührenden 
Tetraedern zusammengesetzt. Durch die so hervorgebrachte „Spiegelung“ 
der ABC-Packung hat jedes der aufeinanderfolgenden Bi-Tetraeder eine 
eigene Schichtfolge (> ABA, ABCBA, ABCACBA, ABCABACBA, ... ). Recht- 
winklige Schichten gibt es so für den Gesamtkörper nicht mehr. Und so, 
wie zwei aufeinanderfolgende Dreieckszahlen (9 Quadratzahlen ergeben, 
führen zwei aufeinanderfolgende Tetraederzahlen zu den Pyramidenzahlen. 
Bi-Ietraeder und Pyramide haben somit dieselbe Zahlenfolge. 


Das Bi-Tetraeder wird im folgenden Abschnitt eine wichtige Rolle spielen. 


4 FIGUREN MIT EINER ZUSÄTZLICHEN DIMENSION 


Auch bei den Figuren in diesem Abschnitt handelt es sich um Körper, die 
nach herkömmlicher Definition unzweifelhaft dreidimensional sind. Aber 
während alle bisher gezeigten Körper als Kugelpackungen lediglich eine 
Zahlenfolge hervorbringen, erzeugen die in diesem Abschnitt behandelten 
Körper als Kugelpackungen sogar Zahlenebenen. Insofern erscheint es 
berechtigt zu behaupten, dass diese Figuren eine zusätzliche verborgene 
Dimension aufweisen. 
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Im Folgenden sind zunächst unter 4.1 einige Figuren in der hexagonal 
dichtesten Kugelpackungen gezeigt und dann unter 4.2 deren höhere 
Stufen, die zu Zahlenebenen führen. 


4.1 HEXAGONAL DICHTESTE KUGELPACKUNG (AB AB) 


In dichtesten Kugelpackungen haben innen liegende Kugeln 12 Nachbarn 
(Kontakte). Im Unterschied zu der in Abschnitt 3.4 gezeigten kubisch 
dichtesten Kugelpackung werden in der hexagonal dichtesten Kugel- 
packung bei der Stapelung von hexagonalen Schichten nur zwei der drei 
möglichen Positionen für Kugeln (A, B und C) besetzt, so dass eine AB AB- 
Schichtfolge entsteht. Die Position C bleibt durchgehend unbesetzt. Dies 
führt dazu, dass sich in der hexagonal dichtesten Kugelpackung sowohl 
Tetraeder-Elementarzellen als auch Oktaeder-Elementarzellen senkrecht 
zur hexagonalen Schichtfolge an ihren Dreiecksflächen berühren. Während 
die kubisch dichteste Kugelpackung im Inneren aus Rhomboeder- 
Elementarzellen aufgebaut ist, ist die hexagonal dichteste Kugelpackung 
im Inneren aus Bi-Ietraeder-Elementarzellen aufgebaut. Der Unterschied 
lässt sich auch gut mit dem Kuboktaeder demonstrieren, bei dem eine 
Hälfte um 60° gedreht wird: 


AO a 
20:8 
AO A SD 


Der wohl einfachste Körper in der hexagonal dichtesten Kugelpackung ist 
die Sechseck-Pyramide. Eine hexagonal primitive Sechseck-Stufenpyramide 
ist in Abschnitt 3.2 (siehe Seite 11) gezeigt. Um daraus eine stabile 
dichteste Kugelpackung machen zu können, werden Zwischenschichten aus 
unregelmäßigen Sechsecken benötigt, die durch „Umkugelung“ eines 
zentralen Dreiecks aus 3 Kugeln entstehen (siehe Seite 7): 


lm.: Y(An?+9n?+7n+2 
IN Sechseck-Pyramide regelm.: 2(4n®+9n°+7n+2) 


unregelm.: %(4n?+15n?+19n+8) 


vo=1 vı=4 v=11 v3=23 vi=42 A019298 (OEIS-Nr.) 


1, 4, 11, 23, 42, 69, 106, 154, 215, 290, 381, 
489, 616, 763, 932, 1124, 1341, 1584, 1855, 


2155, 2486, 2849, 3246, 3678, 4147, 4654, 
O & D 5201, 5789, 6420, 7095, 7816, 8584, 9401, 
Tetraeder-Volumen C: 1% &. 
Dreiecke Fs: 4 IN, Kern I: O 


1 1+3 1+3+7 11+12 23+19 Hexagonal dichteste Kugelpackung (AB AB) 


Die Spitze der Sechseck-Pyramide ist als Kugelpackung noch ein Tetraeder, 
doch in den Schichten darunter wird es dann sechseckig, alternierend 
(abwechselnd) regelmäßig und unregelmäßig. 
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Beispiel Schichtfolge Sechseck-Pyramide v:: 
A 6) 1 
B .&® 3 (1-2) 
A SD (2-2) 


7 
2 2 
Bi 05 
c 

69 


In den mit „A“ bezeichneten Schichten befinden sich die regelmäßigen 


Sechsecke, in denen mit „B“ die unregelmäßigen Sechsecke. In Klammern 
steht die Anzahl der Kugeln in zwei benachbarten Sechseckkanten. 


(2-3) 


(3-4) 


Die Außenflächen der Sechseck-Pyramide haben die unten links darge- 
stellte Form, von oben nach unten abwechselnd Dreiecke und Quadrate. Da 
die Spitze noch tetraedrisch ist, stoßen zwei benachbarte Außenflächen 
wie unten rechts dargestellt immer um eine Schicht versetzt aneinander 
an. Und zwei benachbarte Außenflächen der Sechseck-Pyramide addieren 
sich zu Dreieckszahlen. 


Die 6 Außenflächen liegen durch den Wechsel von Dreiecken und 
Quadraten nicht exakt in einer Ebene. Im Inneren der Sechseck-Pyramide 
verhält es sich entsprechend. Durchgehend rechtwinklige Schichten gibt es 
so in der hexagonal dichtesten Kugelpackung nicht. 


Da die Spitze der Sechseck-Pyramide als Kugelpackung noch nicht sechs- 
eckig ist, lässt sich das Volumen nicht wie in der ABC-Packung unmittelbar 
aus der Elementarzelle ablesen. Es ist schon fraglich, was überhaupt die 
Elementarzelle ist. Auch das Volumenwachstum der einzelnen Schichten 
scheint nicht entsprechend der Sechseck-Zahlen, sondern entsprechend 
jeder 3. Dreieckszahl zu erfolgen (> 1, 10, 28, 55, ... ). Wird jedoch zu jeder 
Schicht ein halbes Tetraeder-Volumen hinzuaddiert, geht die Rechnung 
wieder auf: 


172, 10% (7x1), 28% (19* 1%), 55% (37%* 1%), ... 


Bei den Sechseck-Pyramidenzahlen handelt es sich in dieser Arbeit auch 
erstmalig um keine arithmetische Folge. Da die unterste Differenzenfolge 
alterniert (> 1, 2,1, 2, .... ), gibt es für den Gesamtkörper keine als Polynom 
darstellbare Formel. Für regelmäßige und unregelmäßige Sechseck-Pyra- 
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miden gibt es unterschiedliche Formeln, wobei diese Unterscheidung 
anhand der untersten Schicht erfolgt. Nur die Formel für die regelmäßige 
Sechseck-Pyramide genügt dabei der generalisierten Formel von Teo und 
Sloane [10] (siehe Seite 9), sofern für die regelmäßige Elementarzelle (11 
Kugeln) ein Tetraeder-Volumen von 12 (1%+10%) angesetzt wird (siehe 
hierzu auch Abschnitt 5.4). 


Bei Deza und Deza ist diese Sechseck-Pyramide nicht zu finden [2]. 


Wird aus zwei aufeinanderfolgenden Sechseck-Pyramiden eine Sechseck- 
Bipyramide gebildet, entsteht wieder eine arithmetische Zahlenfolge mit 
einer als Polynom darstellbaren Formel: 


& Sechseck-Bipyramide S/N= 15 (n?+3n?+4n+2) 


vo=1vı=5 v=15 v‚=34 va=65 A006003 (OEIS-Nr.) 

1, 5, 15, 34, 65, 111, 175, 260, 369, 505, 
671, 870, 1105, 1379, 1695, 2056, 2465, 
2925, 3439, 4010, 4641, 5335, 6095, 6924, 
7825, 8801, 9855, 10990, 12209,13515, 
Tetraeder-Volumen C: 3 &. 

Dreiecke Fs: 6A, Kern I;: O 

Hexagonal dichteste Kugelpackung (AB AB) 


1 4+1 11+4 23+11 


Beispiel Schichtfolge Sechseck-Bipyramide vs: 
A ®) 1 


& 3 (1-2) 
COR?) 
SH 12. 03) 
CO 
ON 3 (1-2) 
©) 1 


Pub»> u» 


Die Folge der Sechseck-Bipyramidenzahlen entsteht auch aus der Summe 
der zentrierten Dreieckszahlen und ist in Abschnitt 3.2 bei der hexagonal 
primitiven zentrierten Dreieck-Stufenpyramide (siehe Seite 11) bereits 
gezeigt. Bei den Sechseck-Bipyramidenzahlen handelt es sich zudem um 
die „magischen Summen“ von sogenannten magischen Quadraten. Und so, 
wie die „5“ nur die theoretische magische Summe eines nicht existenten 
magischen Quadrats der Form 2x*2 ist, so handelt es sich bei der „5“ hier 
auch noch nicht um eine Sechseck-Bipyramide, sondern um ein Bi- 
Tetraeder. Eine exakte Übereinstimmung also. 
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In „The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences“ hat diese Zahlenfolge 
keinen Namen. Es gibt zwar 28 Kommentare zu dieser Folge, aber keinen 
Hinweis auf die Sechseck-Bipyramide [8]. Und auch das Folgende habe ich 
bisher nirgends veröffentlicht gefunden. 


Die Summe der Sechseck-Bipyramiden führt zur Folge der Dreieckszahlen 
der Dreieckszahlen, d.h. zur 1., 3., 6., 10., 15., ... Dreickszahl: 


SQ) =1+5+15+34+65+..=1,6,21,55,120,..=/A, 


Die Summe der regelmäßigen Sechseck-Bipyramiden führt zur Folge der 
Quadratzahlen der Quadratzahlen, d.h. zur 1., 4., 9., 16., ... Quadratzahl: 


> ®- 1+15+65+175+...=1, 16, 81, 256, ... -| | 


Mit regelmäßig sind diejenigen Sechseck-Bipyramiden gemeint, deren 
Mittelschicht ein regelmäßiges Sechseck ist. Diese regelmäßigen Sechseck- 
Bipyramiden entsprechen den Rhombendodekaederzahlen (siehe Seite 13). 
Und somit führt auch die Summe der regelmäßigen Sechseck-Bipyramiden- 
zahlen zu n? bzw. zu (n+1)%. 


Um hier eine (zumindest quantitative) Vorstellung von der 4. Dimension zu 
gewinnen, hilft folgender Vergleich: 


3-0 Dr ED: ED 


Die Summe aufeinanderfolgender Sechsecke führt zu n? bzw. zu (n+1)°. 
Werden diese Sechsecke nun in beide Richtungen „aufpyramidisiert“, führt 
deren Summe zu n? bzw. zu (n+1)* 


.. = (n+1)® 


Und so wie das Sechseck die zweidimensionale Projektion des drei- 
dimensionalen Würfels ist (siehe Seite 10), so scheint die regelmäßige 
Sechseck-Bipyramide die dreidimensionale Projektion eines vierdimen- 
sionalen „Würfels“ zu sein. 


u i " 


4 Achsen 
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Die Mittelschichten der Sechseck-Bipyramide bilden die bekannte 3. 
Dimension. Eine mögliche höherdimensionale Wirklichkeit kann mit dem 
menschlichen Sinnesapparat nicht wahrgenommen werden. 

Auch Hexagramme können zu einer stabilen dichtesten Kugelpackung 
gestapelt werden. Eine hexagonal primitive Hexagramm-Stufenpyramide 
ist in Abschnitt 3.2 (siehe Seite 12) gezeigt. Um zu einer dichtesten Kugel- 
packung zu gelangen, werden wiederum Zwischenschichten aus unregel- 
mäßigen Hexagrammen aus zwei sich durchdringenden aufeinander- 
folgenden Dreiecken (siehe Seite 8) benötigt: 


H p id regelm.: An?+9n?+6n+1 
a unregelm.: 4n?+15n?+18n+7 


vo=1 v2=20 v;=44 vi=81 A011934 (OEIS-Nr.) 
y; 1,7, 20, 44, 81, 135, 208, 304, 425, 575, 
756, 972, 1225, 1519, 1856, 2240, 2673, 
AS) 
N 3159, 3700, 4300, 4961, 5687, 6460, 7344, 
6) GOtION 
ALIEN 8281, 9295, 10388, 11564, 12825, 14175, 
SRH 
Tetraeder-Volumen C: 3 & 
Dreiecke Fs: 10 5 Kern I: 0 
1 1+6 1+6+13 20+24 44+37 Hexagonal dichteste Kugelpackung (AB AB) 


Vvı= 


Beispiel Schichtfolge Hexagramm-Pyramide v;: 


A OÖ 1 
BER 


A GE 13 (4-4) 
i ER 460 


A 37. (7-7) 
8l 


In den mit „A“ bezeichneten Schichten befinden sich die regelmäßigen 
Hexagramme, in denen mit „B“ die unregelmäßigen. In Klammern steht die 
Anzahl der Kugeln in den Kanten der beiden sich durchdringenden Drei- 
ecke. Rechts ist eine Draufsicht dargestellt. 


Die Spitze der Hexagramm-Pyramide entspricht der Ecke eines dichten 
Würfels (siehe Seite 24) und ist als Kugelpackung noch nicht hexagramm- 
förmig. In den Schichten darunter befinden sich dann Hexagramme, alter- 
nierend regelmäßig und unregelmäßig. Die Unterscheidung in regelmäßige 
und unregelmäßige Hexagramm-Pyramiden erfolgt wieder anhand der 
untersten Schicht. 
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Und wie bei der Sechseck-Pyramide werden auch hier zwei unterschied- 
liche Formeln benötigt, weil für den Gesamtkörper die unterste Differen- 
zenfolge wieder alterniert (> 4, 2, 4, 2, ... ). Die Formel für die regelmäßige 
Hexagramm-Pyramide würde der generalisierten Formel von Teo und 
Sloane [10] genügen, wenn für die regelmäßige Elementarzelle (20 Kugeln) 
ein Tetraeder-Volumen von 24 sowie 36 dreieckige Flächen in der Außen- 
schale angesetzt werden. Volumenermittlung und Volumenwachstum sind 
allerdings von mir noch nicht vollständig verstanden und zu untersuchen. 
Die Formel für den unregelmäßigen Körper genügt der generalisierten 
Formel nicht. 


Die Zahlenfolge der Hexagramm-Pyramide findet sich in „Ihe On-Line 
Encyclopedia of Integer Sequences“, jedoch ohne Namen und ohne Bezug 
zu diesem Körper [8]. Eine Hexagramm-Pyramide habe ich bisher auch 
noch nirgends veröffentlicht gefunden. 


Ich zeige diesen Körper aber trotzdem, denn wird aus zwei aufeinander- 
folgenden Hexagramm-Pyramiden eine Hexagramm-Bipyramide gebildet, 
entsteht eine prominente Zahlenfolge: 


AS Hexagramm-Bipyramide 3x = n’+3n?+3n+1 


vo=1 v»=27 V;=64 v‚=125 A000578 (OEIS-Nr.) 


1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000, 
1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913, 
5832, 6859, 8000, 9261, 10648, 12167, 
13824, 15625, 17576, 19683, 21952, 24389, 


Tetraeder-Volumen C: 6 &. 
Dreiecke Fs: 12 AX; Kern Iı: O 


1 7+1 20+7 44+20 81+44 Hexagonal dichteste Kugelpackung (AB AB) 


Beispiel Schichtfolge Hexagramm-Bipyramide vs: 


A ®) 1 
B Ne 6 (2-3) 
A GE 13 (4-4) 
2 8 4 66) 
A 58 13 (4-4) 
N 6 (2-3) 

A ®) Es 

64 


35 


JÖRG MÖSCH GEHEIMES ZU KUGELPACKUNGEN UND FIGURIERTEN ZAHLEN 


Die Hexagramm-Bipyramidenzahlen entsprechen den primitiven Kubik- 
zahlen, da zwei aufeinanderfolgende Schichten sich immer zu zentrierten 
Sechseckzahlen addieren. Die unregelmäßige Elementarzelle (8 Kugeln) ist 
in einem weiteren Aufsatz von Teo und Sloane dargestellt und wird dort 
„edge-capped triangular bipyramid“ genannt [11, p. 2317]. 


4.2 HÖHERE STUFEN DER HEXAGONAL DICHTESTEN KUGELPACKUNG 


Die gezeigten Körper in der hexagonal dichtesten Kugelpackung sind in 
ihrem Inneren aus Bi-Tetraedern aufgebaut. Da jedes der aufeinanderfol- 
genden Bi-Tetraeder (> 5, 14, 30, 55, ... ) eine eigene Schichtfolge erzeugt 
(> ABA, ABCBA, ABCACBA, ABCABACBA, ... ) und die in Abschnitt 4.1 
gezeigten Körper aus jedem dieser größer werdenden Bi-Tetraeder aufge- 
baut werden können, erzeugen diese Körper nicht nur eine Zahlenfolge, 
sondern sogar eine Zahlenebene. 


Auch die Körper in der ABC-Packung ließen sich mit größer werdenden 
Tetraedern oder Rhomboedern aufbauen. Der Unterschied ist, dass so nur 
Körper und Zahlen entstehen würden, die ohnehin schon in der Zahlenfolge 
vorhanden sind. Das ist bei den aus Bi-Tetraedern aufgebauten Körpern 
anders. Es entstehen so bisher nicht vorhandene Variationen und Zahlen. 


Schichtfolgen Sechseck-Pyramiden, Stufen I, II und III: 
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Die folgende Tabelle zeigt für die Stufen I, II und III jeweils die einzelnen 
Schichten sowie zusammenaddiert die Anzahl der Kugeln in den dazu- 
gehörigen Sechseck-Pyramiden und Sechseck-Bipyramiden: 


a AR AR 


(1-2) 4 
6 (1-3) 10 
10 (1-4) 20 30 
18 (2-4) 38 
27 (3-4) 65 
37 (4-4) | 102 | 167 
48 (4-5) | 150 
60 (4-6) | 210 
(4-7) | 283 | 493 
90 (5-7) | 373 
108 (6-7) | 481 
127 (7-7) | 608 | 1089 
147 (7-8) | 755 
168 (7-9) | 923 
190 (7-10) | 1113 | 2036 
216 (8-10) 1329 
243 (9-10) | 1572 
271 (10-10) | 1843 | 3415 


3 (1-2) 4 5 

7 (2-2) 11 15 

12 (2-3) 23 34 

19 (3-3) 42 65 

27 (3-4) 69 111 
37 (4-4) | 106 | 175 
48 (4-5) | 154 | 260 
61 (5-5) | 215 | 369 
(5-6) | 290 | 505 
91 (6-6) | 381 | 671 
108 (6-7) | 489 | 870 
127 (7-7) | 616 11105 
147 (7-8) | 763 11379 
169 (8-8) | 932 | 1695 
192 (8-9) | 1124 | 2056 
217 (9-9) | 1341 | 2465 
243 (9-10) | 1584 | 2925 
271 (10-10) | 1855 | 3439 


(1-2) 4 
6 (1-3) 10 14 
12 (2-3) 22 
19 (3-3) 41 63 
27 (3-4) 68 
36 (3-5) 'ı 104 | 172 
48 (4-5) | 152 
61 (5-5) ı 213 | 365 
(5-6) | 288 
90 (5-7) , 378 | 666 
108 (6-7) | 486 
127 (7-7) | 613 | 1099 
147 (7-8) | 760 
168 (7-9) | 928 | 1688 
192 (8-9) | 1120 
217 (9-9) |1337 | 2457 
243 (9-10) | 1580 
270 (9-11) | 1850 | 3430 


> üuIi> zT > vi > bj) >» üı > tz > vI> vIi> Tu > 
N 
o 

ao ta > von vi > co tal> oa dB > > zz ana vv > 
N 
o 

Pu na >00 tt > kb nn > oa tl>  yn > 2 a)» 
N 
w 


Bei den Sechseck-Pyramiden der Stufe II werden immer zwei Schichten bis 
zum nächsten vollständigen Exemplar benötigt (> 1, 10, 41, 104, 213, ... ), 
bei Stufe III immer drei Schichten (> 1, 20, 102, 283, 608, ... ) usw. 


Die Zahlenfolgen der höheren Stufen der Sechseck-Pyramide finden sich 
nicht in „Ihe On-Line Encyclopedia of Integer Sequences“ (OEIS) [8] und 
scheinen auch sonst nirgends veröffentlicht zu sein. Ebenso verhält es sich 
mit den Zahlenfolgen der höheren Stufen der Sechseck-Bipyramide, mit 
einer Ausnahme. Überraschenderweise entspricht Stufe II exakt der 
Zahlenfolge des regelmäßigen Würfels in der dichtesten Kugelpackung 
(siehe Seite 24). Das ist die Zahlenfolge mit der gebrandmarkten Zahl 666, 
zu der esin der OEIS nicht eine einzige Referenz gibt. 


Im Folgenden beschränke ich mich auf die mir relevanter erscheinende 
Sechseck-Bipyramide. 
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Die folgende Tabelle zeigt die Zahlenebene der Sechseck-Bipyramide: 


" I I II IV V VI VII I IX 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 5 14 30 55 91 140 204 285 385 

2 15 63 167 349 631 1035 1583 2297 3199 
3 34 172 493 1075 1996 3334 5167 7573 10630 
4 65 365 1089 2425 4561 7685 11985 | 17649 | 24865 
5 111 666 2036 4591 8701 14736 | 23066 | 34061 | 48091 
6 175 1099 3415 7765 14791 |, 25135 | 39439 | 58345 | 82495 
7 260 1688 5307 12139 | 23206 | 39530 | 62133 | 92037 | 130264 
8 369 2457 7793 17905 | 34321 | 58569 | 92177 | 136673 | 193585 
9 505 3430 10954 | 25255 | 48511 | 82900 | 130600 193789 | 274645 
10 671 4631 14871 | 34381 | 66151 | 113171 | 178431 | 264921 | 375631 
11 870 6084 19625 | 45475 | 87616 | 150030 | 236699 351605 | 498730 
12 1105 7813 25297 | 58729 | 113281 | 194125 | 306433 | 455377 | 646129 


In Zeile n=1 befinden sich die Bi-Tetraeder- bzw. Pyramidenzahlen (siehe 
Seiten 15 und 29). Alle darunter befindlichen waagerechten Zahlenfolgen 
sucht man in „The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences“ [8] eben- 
falls vergeblich. 


Sowohl senkrecht als auch waagerecht handelt es sich 
Zahlenebene um arithmetische Folgen: 


in dieser 


Formeln waagerecht Formeln senkrecht 
1 Y6(2n?+9n?+13n+6) I %(n?+3n?+4n+2) 
2 Y6(22n?+36n?+26n+6) II %2(8n?+12n?+6n+2) 
3 4(78n?+81n?+39n+6) III 1%2(27n?+27n?+4n+2) 
4 16(188n?+144n?+52n+6) IV 12(64n?+48n?—4n+2) 
5 Y46(370n?+225n?+65n+6) V %(125n?+75n?—-20n+2) 
6 16(642n?+324n?+78n+6) VI %(216n?+108n?—-46n+2) 
7 46(1022n?+441n?+91n+6) vu %(343n?+147n?—-84n+2) 
8 4(1528n?+576n?2+104n+6) VII %(512n?+192n?-136n+2) 
9 46(2178n?+729n2+117n+6) IX %(729n?+243n?—-204n+2) 
10 16(2990n?+900n?2+130n+6) x %(1000n?+300n?-290n+2) 
11 16(3982n?+1089n?+143n+6) XI %(1331n?+363n?-396n+2) 
12 16(5172n?+1296n?+156n+6) XI %(1728n?+432n?—-524n+2) 
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Die Formeln der waagerechten Zahlenfolgen entsprechen alle der genera- 
lisierten Formel von Teo und Sloane [10]. Die Formeln der senkrechten 
Zahlenfolgen weisen einen Unterschied auf, da die Elementarzellen (Zeile 
1) noch keine Sechseck-Bipyramiden sind, sondern Bi-Tetraeder (siehe 
Seite 31). Die Koeffizienten von n? entsprechen hier dem Tetraeder- 
Volumen des Bi-Tetraeders geteilt durch 4. Die Koeffizienten von n? 
stimmen in den waagerechten und senkrechten Formeln überein, wenn sie 
auf den gleichen Nenner gebracht werden. Auffallend ist, dass die 
Koeffizienten von n in den senkrechten Formeln ab Stufe IV negativ sind: 
2,3, 2, -2, -10, -23, -42, ... (> -1/6n?+13/6n). 


Die folgende Tabelle ist nach der Anzahl der Schichten s geordnet: 


2 

) ’ ı| Mv ’ I Wr) Mu » ’ ı WKır) Mı 

Al AA A1O0 A2O A35 A56 A84 A120 | A165 | A220 | A286 | A364 
1 ı 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
3: ||| 8 
In 
52,458 44 
7|| 34 30 
23 
9 || 65 \ 63 55 
11| 111 91 
3 

13\| 175\ \172 | 167 3 140 

15 || 260 20 

43 a 
17|| 369 | \365 349 285 
19|| 505 493 385 
3 
21)\ 671 | 666 631 2 506 
23 || 870 650 
3 

25 || 1105 | 1099\| 1089 | 1075 1035 2 819 

27|\ 1379 1015 

3 
29 || 1695 | 1688 1583 2 
31 || 2056 2036 1996 
3 
33 || 2465 | 2457 2425 2297 2 


Verglichen mit Stufe I verkleinern sich die nebenstehenden Stufen 
entsprechend der Vielfachen von größer werdenden Tetraeder-Zahlen 
(Alxn, A4xn, AlOxn, A2Oxn, A35xn, ... ). Und auch die primitiven Kubik- 
zahlen n? tauchen als Abstände in dieser Tabelle auf. 


Die Sechseck-Bipyramide und auch alle anderen Körper in der hexagonal 
dichtesten Kugelpackung vergrößern sich in zwei Richtungen und weisen 
somit eine Richtung oder eine Dimension mehr auf, als Körper in anderen 
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Kugelpackungen. Der folgende Ausschnitt zeigt dieses in zwei Richtungen 
erfolgende Wachstum der Sechseck-Bipyramide: 


I II III IV V 


0 O O O O O 


® 


Je weiter es in der Zahlenebene der Sechseck-Bipyramide nach rechts geht, 
um so größer werden die Abschnitte mit ABC-Schichtfolge. Insofern kann 


diese Zahlenebene auch als eine übergeordnete Struktur aufgefasst 
werden, in die die kubisch dichteste Kugelpackung eingebettet ist. 
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Auch die Hexagramm-Pyramide und die Hexagramm-Bipyramide lassen 
sich aus größer werdenden Bi-Tetraedern aufbauen und bilden so ebenfalls 
Zahlenebenen. In Anhang III sind deren Tabellen angefügt. 


) WEITERE UNTERSUCHUNGEN 


In diesem Abschnitt werden weitere Gesichtspunkte von Kugelpackungen 
untersucht, die hier und da zu interessanten Erkenntnissen führen. 


9.1 AUSSENSCHALEN 


Die Zahlenfolgen für die Anzahl von Kugeln in der Außenschale oder der 
äußeren Begrenzung der gezeigten regelmäßigen geometrischen Figuren 
lassen sich über einfache generalisierte Formeln leicht ermitteln. 


Eine Reihe Kugeln wird an ihren beiden Enden begrenzt. Für die Anzahl 
der äußeren Kugeln S, in einer Dimension gilt daher 


Sn — 2 
wobei n > 1 sein muss, da n = 0 zu einer einzelnen Kugel führt. 


Für regelmäßige zweidimensionale Figuren geben Teo und Sloane folgen- 
de generalisierte Formel für die Anzahl der äußeren Kugeln S„ an [10, p. 
4547] 

S,=pn 
wobei p der Anzahl der Seiten des Polygons entspricht und wieder n > 1 
ist, dan = O0 auch in zwei Dimensionen zu einer einzelnen Kugel führt. 


Für die in Abschnitt 2 gezeigten zweidimensionalen Figuren, deren Zahlen- 
folgen nicht mit „1“ beginnen, muss jeweils vo (Anzahl der Kugeln für 
n = 0) hinzuaddiert werden. Die Formel gilt dann für n > O und lautet 


Sn=pn+ vo 


Für die ersten beiden Dimensionen möge die Angabe dieser Formeln 
genügen. (Zahlenfolgen siehe Tabelle in Anhang I.) 


Die Formeln für die Außenschalen von Tetraeder, Oktaeder, primitiver 
Würfel, Kuboktaeder und Rhombendodekaeder finden sich bei Buckminster 
Fuller [1, sec. 415.03]. Da sich diese leicht verallgemeinern lassen, kannte 
ich die folgende generalisierte Formel für Körper schon, bevor ich sie bei 
Teo und Sloane fand [10, p. 4548] 


Sn = Pn?+2 
wobei 
ß = I5Fs 


Hierbei ist F; wieder die Anzahl dreieckiger Flächen, in die sich die Außen- 
schale der jeweiligen Elementarzelle unterteilen lässt. Und wieder gilt die 
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Formel nur für n > 1, da n = O auch bei Körpern in der Regel zu einer 
einzelnen Kugel führt. 


Der Faktor ß ergibt sich auch, indem von den Außenkugeln der jeweiligen 
Elementarzelle einfach zwei Kugeln subtrahiert werden. 


Es finden sich so die folgenden Formeln für die Anzahl der Kugeln in den 
Außenschalen der Körper: 


& Tetraeder aA 2n2 +2 
L (Quadratische) Pyramide aNıD 3n? +2 
%  Bi-Tetraeder 6A 3n? +2 
UN Sechseck-Bipyramide 6A 3n? +2 
N Oktaeder EAN An? +2 
OD Primitiver Würfel 6 6n? +2 
& Raumzentrierter Würfel 6 6°. +2 
N) Rhomboeder 69 6n? +2 
AS Hexagramm-Bipyramide 12 A 6n? +2 
Ares. Sechseck-Pyramide (regelm.) 12 IN; 30 9n? +2 
&  Kuboktaeder 8sA,6D 10n2 +2 
& Rhombendodekaeder 129 12n? +2 
R Oktaederstern 24 NN 12n? +2 
Ds. Dicht gepackter Würfel (regelm.) 6X 12n2 +2 
OÖ Abgestumpftes Tetraeder 28 A 14n? +2 
Ne. Hexagramm-Pyramide (regelm.) 36A 18n? +2 
& _ Abgestumpftes Oktaeder 48 N\,6D 30n? +2 


Quadrate lassen sich in zwei Dreiecke, zentrierte Quadrate in 4 Dreiecke 
unterteilen. Bei der Sechseck-Bipyramide und der Hexagramm-Bipyramide 
bilden immer zwei benachbarte Seitenflächen eine Dreieckszahl. 


Für unregelmäßige Körper funktioniert die generalisierte Formel nicht. Es 
werden für Sechseck- und Hexagramm-Pyramiden, deren unterste Schicht 
ein unregelmäßiges Sechseck bzw. Hexagramm ist, sowie auch für die in 
Abschnitt 3.4 gezeigten unregelmäßigen dicht gepackten Würfel mit 
gerader Schichtanzahl oder ohne ausgebildete Ecken abweichende 
Formeln benötigt, die für n > O gelten: 


© un. Sechseck-Pyramide (unregelm.) 4 A 9n?+9n +4 

un. Hexagramm-Pyramide (unregelm.) 10A 18n? +18n +7 

un. Dicht gepackter Würfel (unregelm.) 6 12n2 +12n +4 
Dicht gepackter Würfel (—-1) 6 12n? +0 


> 
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Buckminster Fuller deutet die „2“ in den Außenschalen-Formeln als Pole 
einer Achse [1, sec. 223.11]. Eine nähere Betrachtung der unterschied- 
lichen Würfel in der dichtesten Kugelpackung erhärtet diese Deutung. 


Für die drei Varianten des dicht gepackten Würfels können die verschie- 
denen Außenschalen-Formeln zu einer einzigen vereint werden: 


3n?+P 
wobei P die Anzahl der Pole ist und n > 1 sein muss. Der Koeffizient von n? 


reduziert sich von 12 auf 3, da nicht ausschließlich Würfel mit ungerader 
Schichtanzahl betrachtet werden. 


Wenn als Achse eine Raumdiagonale angenommen wird, ist für den 
regelmäßigen dicht gepackten Würfel P = 2, da alle 8 Ecken mit Kugeln 
besetzt sind. Für den ohne Ecken ausgebildeten dicht gepackten Würfel 
(-1) ist P = 0. Und für den unregelmäßigen dicht gepackten Würfel mit 
gerader Schichtanzahl ist P= 1, da bei nur 4 ausgebildeten Ecken immer 
nur ein Ende der Raumdiagonalen mit einer Kugeln besetzt ist. 


Die „2“ in den Außenschalen-Formeln scheint also tatsächlich als die 
beiden Pole einer Achse gedeutet werden zu können. 


Außenschalen erzeugen quasi Hohlkörper bzw. Hüllen. Und es gibt mit dem 
Ikosaeder einen regelmäßigen Körper, der zwar aus gleichgroßen Kugeln 
stabil gebaut werden kann, aber eben nur als Hohlkörper bzw. Hülle: 


RR Ikosaeder 20NX 10n? + 2 


Die Formel gilt wieder nur für n > 1. Die Zahlenfolge des Ikosaeders 
stimmt mit den Außenschalen des Kuboktaeders (> 1, 12, 42, 92, 162, ... ) 
überein. Im Gegensatz zum Kuboktaeder gibt es im Inneren des Ikosaeders 
nicht genug Platz für eine weitere gleichgroße Kugel. 


Aus der Auflistung auf der vorherigen Seite ist ersichtlich, das unterschied- 
liche Körper vielfach die gleiche Anzahl an Kugeln in der Außenschale 
aufweisen (siehe auch Tabelle in Anhang I]): 


z.B. 50 Kugeln in der Außenschale: 
I--O-R-8-© 
ER 5; S; 5, 5 Ds, 
5 5 15 1 13 15 


9.2 ACHSEN 


Kerne: 


Die Existenz von Polkugeln führt zur Frage, ob auch die Achsenkugeln 
eines Körpers von Bedeutung sind. 


Im Folgenden werden daher jeweils die Polkugeln eines Körpers durch eine 
Linie verbunden und die auf dieser Linie liegenden Achsenkugeln A, von 
der Gesamtanzahl G,„ der Kugeln des Körpers abgezogen: 
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Gn 5 15 34 65 111 175 ...  Sechseck-Bipyramide 
AN An 2 3 4 5 6 7 
\Y Gn — An 3 12 30 60 105 168 .. =3 &> + An 
3%* 1 4 10 20 35 56... an 


Gn 6 19 44 85 146 231 ... Oktaeder 
An 2 3 4 5 6 Fe». uud 
Ge 4° ie: A 80 100 D-:& + A, 
Ax 1 4 10 20 35 56 i NV 21 
Gn 8 27 64 125 216 343 Rhomboeder 
% An 2 3 4 5 6 7 
\Y Gn-An 6 24 60 120 210 336 Y -s(> +A, 
6* 1 4 10 20 35 56 am 
Gn 8 27 64 125 216 343 ... Primitiver Würfel 
T An 2 3 4 5 6 RER 
ET Gn — An 6 24 60 120 210 336 ... ms =6 +An 
6* 1 4 10 20 35 56... a1 
Gn 8 27 64 125 216 343 ... Hexagramm-Bipyramide 
An 2 3 4 5 6 7 dir, 
Gn — An 6 24 60 120 210 336 ... ID-:D +An 
6* 1 4 10 20 35 56... a1 
G 9 35 91 189 341 559 ... Raumzentrierter Würfel 
An 3 5 7 9 11 13: 4: an 
Gn — An 6 30 84 180 330 546 ... x = 6N+ An 
6* 1 5 14 30 55 91... a5 
G 13 55 147 309 561 923... Kuboktaeder 


YYV %-A 10 50 140 300 550 910 (Ay - 104 A 
n-1 


10% ı 5 u 005g 
Gı 15 65 175 369 671 1105 .. Rhombendodekaeder 

ON An Bee 3 or de 

XI Gn-An 12 60 168 360 660 1092 ... &-.20 
12% 1 5 1 30 5 9... a1 
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Gn 14 63 172 365 666 1099 ... Dicht gepackter Würfel 
7 An 2 3 4 5 6 I 2, 
xD G-A 12 60 168 360 660 1092 ... D- 12 +4, 
12% 1 5 m 0 5 91... reg. a1 
Gn 14 51 124 245 426 679... Oktaederstern 
Ay 2 3 4 5 6 Vs ng 
GA. 40° A 120. :220..400: 672, R =12 lb + A, 
12x 1 4 10 20. 5 56 = 


Wenn bei der Sechseck-Bipyramide nur die regelmäßigen betrachtet 
werden, vervierfacht sich der Faktor von 3 auf 12 und aus Tetraedern 
werden Pyramiden. Beim Würfel in der dichtesten Kugelpackung ist es 
genau umgekehrt, wenn auch die unregelmäßigen mit gerader Schicht- 
anzahl mitbetrachtet werden. 


(Quadratische) Pyramiden scheinen dann übrig zu bleiben, wenn die Ele- 
mentarzelle des jeweiligen Körpers einen Kern von einer Kugel aufweist, 
wie beim Kuboktaeder, raumzentrierten Würfel und Rhombendodekaeder, 
oder wenn nur jeder zweite bzw. die regelmäßigen Körper betrachtet wer- 
den, wie z.B. beim Würfel in der dichtesten Kugelpackung. 


Die Faktoren der nach Abzug der Achskugeln A, verbleibenden Tetraeder- 
oder Pyramidenzahlen entsprechen jeweils den Koeffizienten in den Außen- 
schalen-Formeln (siehe Seite 42). Zudem bilden die Faktoren zusammen 
mit Tetraeder oder Pyramide immer genau das Tetraeder-Volumen (bzw. die 
Anzahl tetraedrischer Zellen) der jeweiligen Elementarzelle ab, da eine 
Pyramide ein Volumen von zwei Tetraedern aufweist (und sich in zwei 
tetraedrische Zellen unterteilen lässt). 


Bei folgenden Körpern führt der Abzug der Achsenkugeln A, allerdings 
nicht zu einem Vielfachen von Tetraeder- oder Pyramidenzahlen: Tetraeder, 
(quadratische) Pyramide, Sechseck-Pyramide, Hexagramm-Pyramide, Bi- 
Tetraeder, abgestumpftes Tetraeder, abgestumpftes Oktaeder. Mit Ausnah- 
me des Bi-Tetraeders finden sich bei diesen Körpern keine Achsen im 
Kugelverbund, die zwei Ecken und den Mittelpunkt des jeweiligen Körpers 
miteinander verbinden. 


Im abgestumpften Oktaeder findet sich im Kugelverbund zwar keine durch 
den Mittelpunkt gehende Achse, dafür aber ein aus drei Quadraten 
bestehender Balken ([_]_]_]). Der Abzug dieser „Balkenachse“ BA, von der 
Gesamtanzahl G,„ der Kugeln führt zu Folgendem: 
Gn 38 201 586 1289 2406 4033 ... Abgestumpftes Oktaeder 
8 21 40 65 96 133 


(AN BA, Ei 
Gn-BAn 30 180 546 1224 2310 3900 ... -5L8H m. 


6* 5 30 91 204 385 650 ... aut 


45 


JÖRG MÖSCH GEHEIMES ZU KUGELPACKUNGEN UND FIGURIERTEN ZAHLEN 


9.3 PYRAMIDEN-KAPPEN 


Bei den verschiedenen Pyramiden lohnt sich ein Blick auf Kappen. Mit 
Kappen bezeichne ich hohle und nach unten offene Pyramiden, also quasi 
Außenschalen ohne Boden. 


Gebildet werden diese Kappen, indem von den Schichten, aus denen sich 
die Pyramiden zusammensetzen, nur die äußeren Kugeln (siehe Seite 41) 
gestapelt werden. Die Zahlenfolgen ergeben sich auch, indem von der 
Anzahl der Kugeln in den Außenschalen die nicht in der Ebene der Außen- 
seiten liegenden Kugeln der untersten Schicht entfernt werden. 


Es finden sich so für die Pyramiden-Kappen C, die folgenden Zahlenfolgen: 


AL Tetraeder 1 4 10 19 31 46 64 85 109 
N c Sechseck-Pyramide 1 4 10 19 31 46 64 85 109 
/\c Pyramide 1 5 13 25 41 61 85 113 145 
AM Hexagramm-Pyramide 1 719 37 61 91 127 169 217 


Die Kappen der Sechseck-Pyramide entsprechen den Kappen des Tetra- 
eders, da zwei benachbarte Seiten der Sechseck-Pyramide eine Dreiecks- 
zahl bilden (siehe Seite 31). Ebenso bilden die zwischen zwei Spitzen 
liegenden Seiten der Hexagramm-Pyramide eine Dreieckszahl. 


Auffallend ist, dass die Zahlenfolgen der Pyramiden-Kappen denen der 
zentrierten Polygone entsprechen: 
A- A 


D- N 
D-R + SR 
D=-®- 2® 


Die generalisierten Formeln für die Gesamtanzahl G„ von Kugeln in regel- 
mäßigen Polygonen sowie für die Anzahl der Außenschalen-Kugeln S,„ von 
Körpern sind auf den Seiten 3 und 41 gezeigt. Da für zentrierte Polygone 
die Dreiecksflächen F und die Anzahl der Seiten p übereinstimmen und 
zwei aufeinanderfolgende Kappen zu den Außenschalen der entsprechen- 
den Bipyramiden führen, ist durch 


> 


ID 


i 


%»pn? +%pn +1 + %p(n-1)2 +%p(n-1)+1=pn?+2 
bewiesen, dass die Zahlenfolgen von Pyramiden-Kappen und entsprechen- 
den zentrierten Polygonen übereinstimmen. 


Überraschend zeigt sich, dass die Summe von aufeinanderfolgenden 
Tetraeder-Kappen zu Sechseck-Bipyramiden führen und nicht, wie zu 
erwarten wäre, zu Bi-ITetraedern. Und es zeigt sich hier auch die volle 
Berechtigung der Hexagramm-Pyramide. Deren Kappen demonstrieren, 
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wie sich das zentrierte Sechseck durch Einfaltung seiner Seiten aus der 
Ebene erheben kann. Ob dies bei weiteren zentrierten Polygonen mit einer 
Seitenanzahl p > 6 ebenso möglich ist, bleibt zu untersuchen. 


In Zusammenhang mit Kappen und Außenschalen findet auch das Fünfeck 
in dieser Arbeit erstmalig Erwähnung. 


Während Dreiecke, Quadrate und Sechsecke die Ebene lückenlos füllen 
und sich mit Kugeln zu dichten Pyramiden aufstapeln lassen, kann mit 
Fünfecken weder das eine noch das andere gemacht werden. 


Mit Kugeln lassen sich aus Fünfecken nur Kappen bilden, hohle Pyramiden 
ohne Boden: 


</D> Fünfeck-Kappe 1 6 16 31 51 76 106 141 181 


Die Zahlenfolge der Kappe entspricht der eines zentrierten Fünfecks. Die 
Formel lautet daher: %(5n?+5n+2) 


Alle Körper mit fünfeckigen Flächen sind mit Kugeln nicht stabil (siehe 
Seite 4). Stabil werden diese Körper allerdings, wenn die Fünfecke zu 
Kappen „aufpyramidisiert“ werden, was aus den jeweiligen Körpern jedoch 
andere Körper macht. Doch genau dafür sind Kappen nützlich. Sie 
stabilisieren Außenschalen bzw. Hohlkörper. 


Auf Seite 43 ist das Ikosaeder kurz vorgestellt. Dieses besteht quasi aus 
sich überschneidenden Fünfeck-Kappen. Ein Ikosidodekaeder (unter 
rechts) aber lässt sich mit Kugeln nur stabil bauen, wenn auf die 12 
fünfeckigen Flächen jeweils eine Kappe bzw. eine weitere Kugel aufgesetzt 
wird, wodurch dann aber ein Ikosaeder aus 42 Kugeln entsteht. 


> © © 


Aus dem Pentagon-Dodekaeder (unten links) oder dem kleinen Rhomben- 
kuboktaeder (unten mittig) entstehen Sternkörper, wenn die 12 Fünfecke 
bzw. die 18 Quadrate durch Aufsetzen von Kappen stabilisiert werden. 
Beispielhaft ist unten rechts der aus 42 Stahlkugeln und 120 Magnetstäben 
gebildete Sternkörper des kleinen Rhombenkuboktaeders gezeigt. 


oO © 


Mit dem abgeschrägten Würfel, dem abgeschrägten Dodekaeder, dem 
abgestumpften Ikosaeder und dem kleinen Rhombenikosidodekaeder sind 
weitere archimedische Körper durch „Aufpyramidisieren“ der Quadrate 
und/oder Fünfecke mit Kugeln als stabile Hohlkörper baubar. 
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5.4 DIFFERENZENFOLGEN 


Im Folgenden zeigt sich die Bedeutung der untersten Differenzenfolge der 
Zahlenfolgen der in dieser Arbeit gezeigten regelmäßigen geometrischen 
Figuren. 


Differenzenfolgen bei Polygonen und bei Kappen: 


136101521 1 4 9 16 25 36 1 4 10 19 31 46 
FAT IE: :] 3 5.7» 41 Ass 91215 
ee A 2.42.20 se 

1 5 13 25 41 61 ı 7 19 37 61 91 1 12 33 64 105 156 
| 4 8 12 16 20 & 6 12 18 24 30 ch 11 21 31 a1 51 
aa AA 6666 10 10 10 10 

1 13 37 73121 181 ı 12 37 76129 196 16 16 31 51 76 
12 24 36 48 60 11 25 39 53 67 ID 5 10 15 20 25 
12.12.12 12 14 14 14 14 5555 


Bei regelmäßigen Polygonen und bei Kappen entspricht der Wert der 
untersten Differenzenfolge der Anzahl der dreieckigen Flächen F in die 
sich die Figur unterteilen lässt. 


Differenzenfolgen bei Außenschalen (n > 1): 


5 14 29 50 77110 6 18 38 66 102 146 8 26 56 98 152 218 
N 9 15 21 27 33 d 12 20 28 36 44 V 13 30 42 54 66 
666% 8888 12 12 12 12 
12 42 92 162 252 362 14 50 110 194 302 434 16 58 128 226 352 506 
30 50 70 90 110 R 36 60 84 108132 42 70 98 126 154 
20 20 20 20 24 24 24 24 28 28 28 28 


Auch bei den Außenschalen der regelmäßigen Körpern entspricht der Wert 
der untersten Differenzenfolge der Anzahl der dreieckigen Flächen Fs, in 
die sich die Außenschale unterteilen lässt. Das funktioniert auch bei den 
hier nicht gezeigten regelmäßigen Körpern. 


Differenzenfolgen bei Körpern in der ABC-Packung: 


1 4 10 20 35 56 1 5 14 30 55 91 1 6 19 44 85 146 
36101521 4 9 16 25 36 IN 5 13 25 a1 61 
3456 DI sr gu De 
a a 2.04 9 4 44 
1 8 27 64125216 1 14 51 124 245 426 1 13 55 147 309 561 
7 19 37 61 91 13 37 73121181 12 42 92 162 252 
12 18 24 30 24 36 48 60 30 50 70 90 
666 9.10.72 20 20 20 
1 16 68 180 375 676 1 14 63 172 365 666 1 38 201 586 1289 2406 
15 52 112 195 301 13 49 109 193 301 37 163 385 703 1117 
37 60 83 106 36 60 84 108 126 222 318 414 


23 23 23 24 24 24 96 96 96 


Bei allen Körpern in der kubisch dichtesten Kugelpackung entspricht der 
Wert der untersten Differenzenfolge dem entsprechenden Tetraeder- 
Volumen der jeweiligen Elementarzelle. 


48 


JÖRG MÖSCH GEHEIMES ZU KUGELPACKUNGEN UND FIGURIERTEN ZAHLEN 


Differenzenfolgen bei Körpern in anderen Packungen: 


1 4 11 23 42 69106 1 7 20 44 81 135 208 1 5 15 34 65111 
3.712 19 27 37 6 13 24 37 54 73 4 10 19 31 46 
45 7810 7 11 13 17 19 6 9 12 15 
12 12 42 42 3.03 
1 8 27 64 125 216 1 9 35 91189 341 1 15 65 175 369 671 
N 7 19 37 61 91 8 26 56 98 152 14 50 110 194 302 
12 18 24 30 18 30 42 54 36 60 84 108 
666 12 12 12 24 24 24 


Auf die Schwierigkeit der Volumenbestimmung bei den Sechseck- und 
Hexagramm-Pyramiden wurde bereits hingewiesen (siehe Seiten 32 und 
35). Deren Elementarzellen bilden den eigentlichen Körper noch nicht ab. 
Aus den Werten der dazugehörigen Bipyramiden lässt sich folgern, dass bei 
den beiden alternierenden untersten Differenzenfolgen interpoliert werden 
kann. Beim raumzentrierten Würfel und beim Rhombendodekaeder ent- 
sprechen die Werte der untersten Differenzenfolgen jeweils der Anzahl 
tetraedrischer Zellen C, in die sich die beiden Körper unterteilen lassen. 
Ich vermute, dass dies auch bei den Sechseck- und Hexagramm-Bipyra- 
miden der Fall ist, da die Werte auch dort mit dem 6-fachen des für die 
jeweilige Formel benötigten Koeffizienten von n? übereinstimmen (siehe 
Seiten 9, 32 und 35). 


Die Übereinstimmungen der untersten Differenzenfolgen mit der Anzahl 
dreieckiger Flächen bzw. tetraedrischer Zellen untermauern die Forderung 
von Buckminster Fuller, sich bei Flächen- und Volumenangaben auf die 
Symplexe Dreieck und Tetraeder zu beziehen [1, sec. 990.00]. 


9.9 FORMELN UND NEGATIVE ZAHLEN 


Als ich die Formeln für die Zahlenfolgen der Gesamtanzahl von Kugeln in 
geometrischen Figuren noch in der Form benutzte, dass n = 1 zu Eins 
führt, störte mich immer, dass die Koeffizienten der Formeln bei einigen 
Figuren beim 10. Folgenglied ablesbar waren und bei anderen beim 11. 
Folgenglied: 


Natürliche Zahlen n 10. Glied: 10 

Ungerade Zahlen 2n-1 11. Glied: 21 
[] Quadrat n2 10.Glied: 100 
X] Zentriertes Quadrat 2n?-2n+1 11. Glied: 221 
6%  Zentriertes Sechseck 3 -3n+l 11.Glied: 331 
%& Hexagramm 6n?2-6n+1 11. Glied: 661 
& Primitiver Würfel n? 10. Glied: 1000 
X Raumzentrierter Würfel 2n?—-3n?+3n-1 11. Glied: 2331 
& Rhombendodekaeder 4n®-6n?+4n-1 11. Glied: 4641 
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Die Ersetzung von n in den Formeln durch n + 1 bei gleichzeitiger Erwei- 
terung der natürlichen Zahlen um die „Zahl“ Null löst dieses Problem und 
bietet weitere Vorteile. Die negativen Vorzeichen verschwinden so aus den 
Formeln. Und bei allen ohne Bruch darstellbaren Formeln mit einstelligen 
Koeffizienten können diese Koeffizienten unmittelbar beim Folgenglied 
n = 10 abgelesen werden. Und auch da, wo dies nicht unmittelbar gelingt, 
lassen sich die Koeffizienten mit etwas Probieren relativ leicht über das 
Folgenglied n = 10 finden. 


Der größte Vorteil dieser Modifikation der Formeln offenbart sich aber, 
wenn negative Zahlen in die Formeln eingesetzt werden: 


Formel -3 -4 -3 2 -1/0|/1 2 3 4 5 

n+1 -4 -3 -2 -1/0/1|/2 3 4 5 6 

2n+1 -9 -7 -5 -3|-1/|1| 3 5 7 9 11 

A % (n?+3n+2) 6 3 1 0 0 13 6 10 15 21 
[] n?+2n+1 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25 36 
A %(3n?+3n+2) 31 19 | 10 4 1/1/4/10| 19 31 46 
RX 2n?+2n+1 41 25 | 13 5 1|/11/|5 |13 | 25 41 61 
& 3n?2+3n+1 61 37 | 19 7 1|1/| 7/19 | 37 61 91 
c$h 5n?+6n+1 96 57 | 28 9 0 |1|12 | 33 | 64 | 105 | 156 
& 6n?+6n+1 121 | 73 | 37 | 13 | 1113| 37, 73 | 121 | 181 
& 7n?+4n+1 156 | 97 | 52 | 21 4 1 12 37|1|76 | 129 | 196 
&  %in?+6n?+11n+6) -4 -1 0 0 0 |1|a 10! 20 35 56 
Zb| %(2n?+9n?+13n+6) -14 -5 -1 0 /1|5 | 14| 30 55 91 
© 1% (n?+3n?+4n+2) -34 1-15, -5 -1/)0/1/5 |15 | 34 65 | 111 
N Ys(2n?+6n?+7n+3) 44 1-19 -6 |-1 |) 01/6 | 19 | 44 85 , 146 
OD n?+3n?+3n+1 -64 | 27 -8|-1/|0o/1/| 8 |27| 64 125 | 216 
& 2n?+3n?+3n+1 -189 | -91 | -35|-9 1-1 /|1| 9535| 91 | 189 | 341 
ass 1% (4n?+9n?+7n+2) -154 | -69  -23 | A | 0 |1/11| 42 | 106 | 215 | 381 
R 2n?+6n?+5n+1 -124 | -51  -14 | -1 | o |1/|14 | 51 | 124 245 | 426 
& Ys(10n?+15n2+11n+3)|, -309 |-147 | -55 | -13 | -1 1113 | 55 ı 147 | 309 | 561 
& 4n?+6n?+3n+1 -364 |-171| -62 | -13| 0 |1/14 | 63 | 172 | 365 | 666 
& 4n?+6n?+4n+1 -369 |-175 | -65 | -15 | -1 [|1|15 | 65 | 175 | 369 | 671 
O Y6(23n?+42n?2+25n+6) || -324 |-149 | -52 | -10 | 0 11 16 | 68 | 180 | 375 | 676 
AN 4n?+9n?+6n+1 -304 |-135 , -44 | -7 | 0 |1| 20 | 81 | 208 425 | 756 
& 16n?+15n?+6n+1 -1654 | -807 | -314 -79 | -6 |1 | 38 |201| 586 | 1289 | 2406 
n“+4n°+6n?+4n+1 256 | 81 16 1 0 |1|16 | 81 | 256 | 625 | 1296 
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Das Einsetzen von positiven Zahlen in die Formeln liefert die Gesamtanzahl 
G„n der Kugeln der jeweiligen geometrischen Figur. Das Einsetzen von 
negativen Zahlen in dieselben Formeln liefert die dazugehörige Anzahl der 
Kugeln im Inneren I, der jeweiligen Figur, die umhüllten Kugeln, die Kerne, 
die Gesamtanzahl der Kugeln minus der Außenschale. Dabei ist das 
negative Vorzeichen bei ungeraden Dimensionen zu ignorieren. 


Und wenn, wie beim Tetraeder, drei Nullen benötigt werden, spuckt die 
Formel auch drei Nullen aus. Und wenn die umhüllten Kugeln im Inneren 
von der eigentlichen Figur abweichen, wie z.B. beim Kreuz oder abge- 
stumpften Oktaeder, liefert das Einsetzen von negativen Zahlen in die 
Formeln trotzdem das richtige Ergebnis. Negative Zahlen führen ins Innere 
der Strukturen. 


Als ich dies herausfand, hielt ich das für eine sensationelle Entdeckung. 
Doch bei Teo und Sloane findet sich dies bereits sowie die folgende Formel 
für d-dimensionale Figuren 


In = (-1)’G-. 
für die dann sogar noch weitere Referenzen angegeben sind [10, p. 4549]. 


Obwohl dies also lange bekannt und mehrfach veröffentlicht ist, wird diese 
gerade auch philosophisch bedeutsame Erkenntnis kaum angemessen 
gewürdigt. 


Null führt zu Eins. Eins führt zur Form. Zehn führt zur Formel. Negative 
Zahlen führen ins Innere. 


9.6 GITTER 


Geometrische Figuren in dichtesten Kugelpackungen können leicht aus 
Stahlkugeln und Magnetstäben gebaut und visualisiert werden. Die 
Magnetstäbe entsprechen dabei den Berührungspunkten der Kugeln 
untereinander. Diese Berührungspunkte werden auch Kusspunkte genannt. 
Die Kugeln lassen sich aber auch als Knotenpunkte von Gittern inter- 
pretieren. Dann bleibt nur das Gitter aus Magnetstäben übrig. Und ob 
Kugeln und Berührungspunkte oder Knotenpunkte und Gitterstäbe, stets 
sind beide Aspekte gleichzeitig vorhanden. 


Ge — 


Kugeln (weiblich) Gitterstäbe (männlich) 


Und auch das Zählen der Magnet- bzw. Gitterstäbe der geometrischen 
Figuren führt zu Zahlenfolgen, Formeln und weiteren Erkenntnissen. 
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Die folgende Tabelle zeigt die Gesamtanzahl G,„ der Gitterstäbe in geome- 
trischen Figuren, bei Körpern zudem deren Anzahl in Außenschalen S, 
sowie bei Pyramiden deren Anzahl in Kappen C:: 


>} 

oO 
faN 
N 
w 


4 5 6 7 8 9 10 


3 9 13 30 45 63 84 108 135 165 
3 15 36 66 105 153 210 276 351 435 
4 12 24 40 60 84 112 144 180 220 
4 
5 
7 


16 36 64 100 144 196 256 324 400 
16 33 56 85 120 161 208 261 320 


16 52 108 | 184 | 280 396 532 688 864 1060 
16 60 132 | 232 | 360 516 700 912 1152 1420 
24 84 | 180 | 312 | 480 684 924 | 1200 | 1512 1860 
51 | 129 | 243 | 393 | 579 801 1059 | 1353 | 1683 | 2049 


6 24 60 120 | 210 336 504 720 990 1320 
6 24 54 96 150 216 294 384 486 600 
6 21 45 78 120 171 231 300 378 465 
6 27 72 150 | 270 441 672 972 1350 | 1815 
6 24 54 96 150 216 294 384 486 600 
6 
8 
8 
8 


18 39 66 102 144 195 252 318 390 
36 96 | 200 | 360 588 896 | 1296 | 1800 | 2420 
32 72 128 | 200 288 392 512 648 800 
28 60 104 | 160 228 308 400 504 620 
12 54 | 144 | 300 | 540 882 1344 | 1944 | 2700 | 3630 
12 48 108 | 192 | 300 432 588 768 972 1200 
9 36 75 132 | 201 288 387 504 633 780 
9 39 102 | 210 | 375 609 924 | 1332 | 1845 | 2475 
9 36 81 144 | 225 324 441 576 729 900 
9 

9 


42 120 | 258 | 477 792 1224 | 1788 | 2505 | 3390 
30 69 120 | 189 270 369 480 609 750 
12 60 168 | 360 | 660 | 1092 | 1680 | 2448 | 3420 | 4620 
12 48 108 | 192 | 300 432 588 768 972 1200 
15 84 | 237 | 516 | 951 1584 | 2445 | 3576 | 5007 | 6780 
12 60 132 | 240 372 540 732 960 1212 1500 
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Fortsetzung: 
n | 0 ii 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Gn 0 12 54 144 | 300 540 882 1344 | 1944 | 2700 3630 
Rs Sn 0 12 48 108 | 192 300 432 588 768 972 1200 
Gn 0 18 90 252 | 540 990 1638 | 2520 | 3672 | 5130 6930 
V) Sn 0 18 72 162 | 288 450 648 882 1152 | 1458 1800 
Gn 0 8 64 216 | 512 | 1000 | 1728 | 2744 | 4096 | 5832 8000 
& Sn 0 0) 0 0 0 0 0 0 0 0 
Gn || 0 | 32 | 184 | 552 |1232 | 2320 | 3912 | 6104 | 8992 |12672 | 17240 
& Sn 0 24 96 216 | 384 600 864 1176 | 1536 | 1944 2400 
Gn 0 36 | 180 | 504 1080 | 1980 | 3276 | 5040 | 7344 | 10260 | 13860 
RM Sn 0 36 | 144 | 324 | 576 900 1296 | 1764 | 2304 | 2916 3600 
Gn 0 36 | 240 | 756 1728| 3300 | 5616 | 8820 | 13056 | 18468 | 25200 
& Sn 0 24 96 216 | 384 600 864 1176 | 1536 | 1944 2400 
Gn 0 36 | 216 | 660 1488 | 2820 | 4776 | 7476 | 11040 | 15588 | 21240 
® Sn 0 24 96 216 | 384 600 864 1176 | 1536 | 1944 2400 
G. || 0 | a8 | 276 | 822 | 1824 | 3420 | 5748 | 8946 | 13152 | 18504 | 25140 
Sn 0 42 | 168 | 378 | 672 | 1050 | 1512 | 2058 | 2688 | 3402 4200 
Gn 0 | 144 | 948 | 2988 | 6840 | 13080 | 22284 | 35028 | 51888 | 73440 | 100260 
& Sn 0 84 | 336 | 756 | 1344 | 2100 | 3024 | A116 | 5376 | 6804 8400 
ID Cn 0 10 35 75 130 200 285 385 500 630 775 
RR Sn 0 30 | 120 | 270 | 480 750 1080 | 1470 | 1920 | 2430 3000 


In „The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences“ finden sich nur die 
obigen Zahlenfolgen von Dreieck, Quadrat, Rhombus, Sechseck, Hexa- 
gramm sowie Tetraeder und primitiver Würfel in dem hier gezeigten 
Zusammenhang als Gesamtanzahl G,„ von Gitterstäben oder Berührungs- 
punkten in geometrischen Figuren [8]. 


Auch bei Gitterstäben führt die Summe aufeinanderfolgender Sechsecke 
zur Zahlenfolge der primitiven Würfel. Primitiver Würfel und Hexagramm- 
Pyramide stimmen überein, während dies bei Kugeln primitiver Würfel und 
Hexagramm-Bipyramide tun. Ebenso stimmen jeweils die beiden Arten 
zentrierter Quadrate und dichter Würfel mit ungerader Schichtanzahl 
überein. Die Summe der Tetraeder-Kappen führt zur Zahlenfolge der 
Sechseck-Pyramide und nicht wie bei Kugeln zu der der Sechseck- 
Bipyramide. Ebenso führt die Summe der Pyramiden-Kappen zur Zahlen- 
folge der Pyramide und nicht wie bei Kugeln zu der des Oktaeders. Und 
einige Körper haben dieselbe Anzahl an Gitterstäben in der Außenschale. 
Insgesamt gibt es deutlich weniger Übereinstimmungen, als bei Kugeln. 
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Auch bei Gitterstäben lohnt sich ein Blick auf Formeln. Diese lassen sich 
jeweils über das Folgenglied n = 10 leicht finden und mit Kenntnis der 
generalisierten Formeln von Teo und Sloane für Kugelpackungen [10] auch 
leicht generalisieren. 


Für die Gesamtanzahl von Gitterstäben G,„ in regelmäßigen zweidimensio- 
nalen geometrischen Figuren findet sich folgende generalisierte Formel: 


Gn = (%Sı + I)n? + %Sın 


Dabei ist Sı die Anzahl der begrenzenden äußeren und /ı die Anzahl der 
inneren Gitterstäbe der Elementarzelle des jeweiligen Polygons. 


Von den ebenen Figuren in der Tabelle auf Seite 52 weichen die Formeln 
des unregelmäßigen Sechsecks (9n?+12n+3) und des unregelmäßigen 
Hexagramms (18n?+24n+9) sowie überraschenderweise auch die Formel 
des zentrierten Dreiecks (%(9n?-3n)) von der generalisierten Formel ab. 
Abgesehen von der numerischen Übereinstimmung mit der Tetraeder- 
Kappe taucht das zentrierte Dreieck als Kugelpackungsschicht aber in 
keinem stabilen Körper auf und kann daher meines Erachtens als 
geometrische Entität vernachlässigt werden. 


Die generalisierte Formel für ebene Figuren lässt sich auch für regel- 
mäßige Pyramiden-Kappen C„ anwenden, wenn beachtet wird, dass Iı dort 
die Anzahl der sich aus der Ebene erhebenden inneren Gitterstäbe der 
jeweiligen Elementarzelle ist. Für unregelmäßige Sechseck-Pyramiden- 
Kappen (15n?-12n+3) und unregelmäßige Hexagramm-Pyramiden-Kappen 
(30n?-24n+3) werden jedoch abweichende Formeln benötigt. 


Bei Körpern findet sich für die Anzahl von Gitterstäben S„ in Außenschalen 
folgende sehr einfache generalisierte Formel: 

S; = Rsn? 
Dabei ist Rs die Anzahl der Gitterstäbe in der Außenschale der Elementar- 
zelle des jeweiligen Körpers. 


Für die Außenschalen von unregelmäßigen Sechseck- (30n?-30n+9) und 
Hexagramm-Bipyramiden (60n?-60n+12) werden abweichende Formeln 
benötigt. 


Für die Gesamtanzahl von Gitterstäben G,„ in Körpern findet sich folgende 
generalisierte Formel: 


Gn = Y>kCn? + 1%Rsn? + (ARs + Ih = Y,.kC)n 


Dabei ist C wieder die Anzahl tetraedrischer Zellen des Polyeders, k die 
Anzahl der an einem inneren Knotenpunkt aneinanderstoßenden 
Gitterstäbe, Rs die Anzahl der Gitterstäbe in der Außenschale und Iı die 
Anzahl der Gitterstäbe im Inneren der jeweiligen Polyeder-Elementarzelle. 


Für unregelmäßige Sechseck- (24n?-21n?+6n) und Hexagramm-Bipyrami- 
den (48n?-42n?+12n-3) werden auch bei der Gesamtanzahl von Gitter- 
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stäben wieder abweichende Formeln benötigt. Für deren einfache Pyrami- 
den finden sich dagegen Formeln ohne Unterscheidung in regelmäßig und 
unregelmäßig. Dies ist genau umgekehrt, wie bei Kugeln. 


Der Faktor k beträgt in der kubisch primitiven Kugelpackung 6 (Y:k = %), 
in der kubisch raumzentrierten Kugelpackung 8 (Y2k = %) und in dichten 
Kugelpackungen 12 (Y:k = 1). 


Die folgende Tabelle zeigt die Formeln für die Gesamtanzahl G, der Gitter- 
stäbe für regelmäßige Figuren sowie die jeweils ersten fünf positiven und 
negativen Folgenglieder: 


Formel -5 -4 -3 -2 -1,0 1 2 3 4 5 
A| %(3n2+3n) 30 18 9 o/|o|l 3| 9 | ı8 | 30 45 
u 2n2+2n 40 24 12 o 0o|4a ı12| 24 | 0 60 
& 3n2+2n 65 40 21 ı 5 |ı6 | 33 | 56 85 
X 4n2 100 64 ss | ı6 |a Jo a |ı6 | 36 | 64 | 100 
mm] An2+3n 85 52 7’ Il olı9 7 2 5|76 | 11 
& 9n2+3n 210 | ı32 | 72 | 30|6 |o| ı2 a2 | 90 | 156 | 240 
ch 10n2+6n 220 | 136 | 72 | 28 |a o|ı6 52 | 108 | 18a | 280 
& 18n2+6n 420 | 264 | 144 | 60 |12 \0 24 | 84 | 180 | 312 | 480 
& 14n2+2n 340 | 216 | 120 | 52 |ı2 |o| 16 | 60 | 132 | 232 | 360 
db m+3n?+2n -60 -24 -6 o  0o|o/ 6 |24 | 60 | 120 | 210 
A\ | %(3n®+6n2+3n) || -120 | -54 | -18 | -3 |o lol 6 |27| 72 | 150 | 270 
Zb| 2n’+4n?+2n -160 | -72 | -24 | 4 | 0 |0| 8 | 36 | 96 | 200 | 360 
& |»s(an®+9n2+5n) || -150 | -66 | 21 | 3 | o |o/| 9 | 39 | 102 | 210 | 375 
AS 3n°+6n?+3n -240 | -108 | -36 | -6 | 0 |0| 12 | 54 | 144 | 300 | 540 
&@| 3n°+6n?+3n -240 | -108 | -36 | -6 | 0 |0| 12 | 54 | 144 | 300 | 540 
&| 4n°+6°+2n -360 | -168 | -60 | -12 | 0 0| 12 | 60 | 168 | 360 | 660 
N) 6n®+9n2+3n -540 | -252 | -90 | -ı8 | 0 |0| 18 | 90 | 252 | 540 | 990 
& 8n? -1000 |, -512 | -216 | -64 | -8s |o| 8 | 64 | 216 | 512 | 1000 
R 12n®+18n2+6n || -1080 | -504 | -180 | -36 , 0 |0| 36 180 | 504 |1080| 1980 
& 16n®+12n2+4n || -1720 | -848 | -336 | -88 | -8 |o| 32 |ı184 | 552 | 1232| 2320 
&| 20n?+12n?+4n || -2220 |-1104| -444 -120 |-12 0| 36 |216 | 660 1488 | 2820 
&| 24n°+12n? -2700 |-1344 | -540 |-144|-ı2 0| 36 |240 | 756 |1728 | 3300 
&: 24n®+15n2+3n || -2640 |-ı308| -522 |-ı38 | -ı2|0| a2 |258 | 792 1788 | 3390 
(| 23n°+21n?+4n || -2370 |-1152 | -444 |-108 | -6 |0| 48 |276| 822 |1824 3420 
AS. | 48n°+30n?+6n || -5280 |-2616|-1044 -276 | -24 0| 84 516 | 1584 | 3576 | 6780 
& 96n?+42n2+6n || -10980 -5496 | -2232 | -612 |-60 |0 | 144 | 948 | 2988 | 6840 | 13080 
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Wie schon bei Kugeln, liefert auch bei Gitterstäben das Einsetzen von 
negativen Zahlen in die Formeln für die Gesamtanzahl Gn die dazugehörige 
Anzahl der inneren Gitterstäbe In der jeweiligen Figur, also die Gesamt- 
anzahl der Gitterstäbe minus der Außenschale. Dabei ist das negative Vor- 
zeichen bei ungeraden Dimensionen wieder zu ignorieren. 


Aus den generalisierten Formeln für Gitterstäbe folgert sich für d-dimen- 
sionale geometrische Figuren, wie auch schon bei Kugeln, das Folgende 
unmittelbar: 

In= Gn - Sn = (-1)'G-. 


Somit führen negative Zahlen nicht nur bei Kugeln in das Innere von 
Strukturen. 


Null bleibt Null. Eins führt zur Form. Zehn führt zur Formel. Negative 
Zahlen führen ins Innere. 


Zum Abschluss der Betrachtung von Gittern lohnt noch ein genauerer Blick 
auf dicht gepackte Würfel. In den obigen Tabellen ist lediglich der regelmä- 
ßige dicht gepackte Würfel mit ungerader Schichtanzahl dargestellt, wobei 
sich Schichtanzahl auf Knotenpunkte bzw. Kugeln bezieht. Für die Ge- 
samtanzahl von Kugeln wurden für die verschiedenen dicht gepackten Wür- 
fel (siehe Seiten 24, 26 und 28) drei unterschiedliche Formeln benötigt. Bei 
Gitterstäben kommt man dagegen mit einer einzigen Formel aus. 


Die Elementarzelle des unregelmäßigen dicht gepackten Würfels ist ein 
Würfel mit einbeschriebenem Tetraeder: 


Das Tetraeder-Volumen der Elementarzelle ist 3 und es gibt 6 Gitterstäbe in 
der Außenschale sowie keine Gitterstäbe im Inneren. Hieraus ergibt sich 
für dicht gepackte Würfel (Y2k = 1) folgende Formel 


Gn„ = 3n? + 3n? 
und die Zahlenfolge: 6, 36, 108, 240, 450, 756, 1176, 1728, 2430, 3300, ... 


Wie sich durch einfaches Nachzählen leicht bestätigen lässt, stellt diese 
Zahlenfolge die Gesamtanzahl der Gitterstäbe in unregelmäßigen und 
regelmäßigen dicht gepackten Würfeln dar. Bei Gitterstäben ist tatsächlich 
keine Unterscheidung der verschiedenen Varianten mehr erforderlich. 


Verdeutlichen lässt sich dies auch mit einem Blick auf die quadratischen 
Schichten der verschiedenen dicht gepackten Würfel. Bei den aus Kugeln 
bzw. Kreisen erzeugten ebenen Figuren haben ich in Abschnitt 2 nur die 
mit ungeraden „Schachbrettern“ vergleichbaren „zentrierten“ Quadrate 
gezeigt (siehe Seiten 5 und 6). Bei Gittern ergibt sich erst ein vollständiges 
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Bild, wenn auch die mit geraden „Schachbretter“ vergleichbaren Quadrate 
mitberücksichtigt werden: 


Die Elementarzelle der obigen „zentrierten“ Quadrate ist ein einzelner 
diagonaler Gitterstab. 


Ein innerer Gitterstab in der Elementarzelle sowie keine begrenzenden 
äußeren Gitterstäbe führen zu folgender Formel: 


G5.=n? 


Die Gesamtanzahl der Gitterstäbe G„ in den für dicht gepackte Würfel 
benötigten quadratischen Schichten entspricht der Zahlenfolge der 
herkömmlichen Quadratzahlen. Eine Unterscheidung wie bei Kugeln in 
unregelmäßig und regelmäßig ist nicht erforderlich. 


Das Gezeigte lässt sich problemlos auf raumzentrierte Würfel übertragen. 
Die Elementarzelle ist dann ein einzelner Gitterstab, der entlang einer 
Raumdiagonalen zwei gegenüberliegende Ecken verbindet: 


Da Y:kC einer solchen Elementarzelle Eins ist und es keine Gitterstäbe in 
der Außenschale sowie einen Gitterstab im Inneren der Elementarzelle 
gibt, führt die Gesamtanzahl der Gitterstäbe G„ in einem raumzentrierten 
Würfelgitter zur Zahlenfolge der primitiven Kubikzahlen mit der Formel 


G6=n? 


Zentriertes Quadrat und raumzentrierter Würfel weisen als Gitter aus- 
schließlich innere Gitterstäbe auf. So finden sich Quadrat- und Kubikzahlen 
mit der herkömmlichen Formel durch Zählen dieser inneren Gitterstäbe. 
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6. FAZIT UND PHILOSOPHISCHE SPEKULATIONEN 


Die vorliegende Arbeit zeigt, dass es sich bei Kugelpackungen und figurier- 
ten Zahlen nicht bloß um Spielerei handelt, sondern dass so bedeutende 
mathematische Erkenntnisse zu gewinnen sind. 


Dabei erhebt diese Arbeit nicht den Anspruch, alles Gezeigte auch bewie- 
sen zu haben. Bei Kugelpackungen und figurierten Zahlen geht es nicht 
primär um Formalismus, sondern um Anschaulichkeit. Am einfachsten lässt 
sich das Gezeigte an Modellen nachvollziehen. Es handelt sich so um eine 
Mathematik zum Anfassen. Eine uralte Mathematik, die ohne Rechen- 
maschinen und Hirnakrobatik auskommt und für die nur ganze Zahlen 
benötigt werden. Man erinnere sich an den berühmten Spruch von Leopold 
Kronecker [12, p. 19]: 


„Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, 
alles andere ist Menschenwerk.“ 


Dank der generalisierten Formeln von Teo und Sloane [10] ist dann aber 
doch vieles von dem bewiesen, was in dieser Arbeit gezeigt ist. Die 
Gleichungen mit Summenzeichen in dieser Arbeit lassen sich zudem leicht 
mit vollständiger Induktion beweisen (siehe Beispielbeweis Anhang IV). 
Dafür war mir hier der Platz zu schade. Beweise für die generalisierten 
Formeln bei Gittern fehlen. Diese sollten aber für studierte Mathematiker 
leicht zu finden sein. 


Trotz ihrer Einfachheit liefert diese Art der Mathematik grundlegende 
Erkenntnisse über die Struktur und die Bausteine des Universums, über 
Dimensionen und negative Zahlen uvm. So gibt es in der kubisch 
dichtesten Kugelpackung nicht nur die meisten Körper. In ihr wird auch das 
Tetraeder-Volumen von Körpern in den Formeln für Gitter exakt als 
Koeffizient von n? abgebildet. Wird jedoch der primitive Würfel als Grund- 
baustein der Mathematik verwendet, werden alle anderen Volumenangaben 
irrational [1, sec. 990.00]. 


Etliche der in dieser Arbeit gezeigten Entdeckungen habe ich bisher 
nirgends veröffentlicht gefunden. Das muss nicht zwangsläufig heißen, 
dass diese Entdeckungen tatsächlich nirgends zu finden sind. Andererseits 
handelt es sich vielfach um so schöne und einfache Zusammenhänge, dass 
sie bekannter sein müssten, wenn sie doch schon irgendwo öffentlich 
zugänglich wären. 


Insbesondere nach Folgendem habe ich bisher vergeblich gesucht: 


« Das abgestumpfte Oktaeder ist aus drei rechtwinklig zueinander 
stehenden Kreuzen aufgebaut (Seite 20 £.). 


° In der ABC-Packung führt das Umhüllen aller konvexer regelmäßiger 
geometrischer Figuren mit einer Kugelschicht zu Körpern mit 14 
Flächen (Seite 21). 
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« Summe aufeinanderfolgender Hexagrammzahlen führt zur Zahlen- 
folge der Oktaedersterne (Seite 23). 


« Regelmäßigkeit der Zahlenfolgen der dicht gepackten Würfel in 
anderen Stellenwertsystemen (Seiten 25 und 27). 


- Quotient aus dicht gepackten Würfeln und Anzahl der Kugeln in 
einer Außenkante führt zu Diagonalen der Ulam-Spirale (Seite 27 £.). 


« Summe aufeinanderfolgender Sechseck-Bipyramidenzahlen führt zur 
Zahlenfolge der Dreieckszahlen der Dreieckszahlen (Seite 33). 


° Summe aufeinanderfolgender regelmäßiger Sechseck-Bipyramiden- 
zahlen führt zur Zahlenfolge der Quadratzahlen der Quadratzahlen 
bzw. zu (n+1)* (Seite 33). 


« Existenz der Hexagramm-Pyramide (Seite 34). 


° Zahlenfolge der Hexagramm-Bipyramide entspricht den (primitiven) 
Kubikzahlen (n+1)? (Seite 35). 


« Höhere Stufen der aus Bi-Tetraedern aufgebauten Körper sowie 
daraus resultierende Zahlenebenen (Seite 36 ff.). 


« Zahlenfolge der Sechseck-Bipyramide der Stufe II entspricht der des 
regelmäßigen dicht gepackten Würfels (Seite 37). 


° Bei vielen Körpern führt das Subtrahieren der Achskugeln zu Viel- 
fachen von Tetraeder- oder Pyramidenzahlen (Seite 44 £.). 


« Zahlenfolgen der Pyramiden-Kappen entsprechen denen der zen- 
trierten Polygone (Seite 46). 


« Unterste Differenzenfolge entspricht der Anzahl dreieckiger Flächen 
bzw. tetraedrischer Zellen der jeweiligen Figur (Seite 48 £.). 


« Generalisierte Formeln für die Anzahl von Berührungspunkten bzw. 
Gitterstäben (Seite 54). 


« Negative Zahlen führen auch bei der Anzahl von Berührungspunkten 
bzw. Gitterstäben in das Innere der Strukturen (Seite 55 £.). 


Das Gezeigte dürfte nur die Spitze eines Eisbergs sein. Eine weitergehende 
Beschäftigung mit diesem Gebiet der Mathematik wird hilfreich sein, viele 
Rätsel des Universums zu lösen. Und neben den in dieser Arbeit gezeigten 
rein mathematischen Erkenntnissen eignet sich die Beschäftigung mit 
Kugelpackungen und figurierten Zahlen auch für philosophische Spekula- 
tionen: 


- 0 =3 


Wie ist die Zeile k = O in der Tabelle auf Seite 27 komplett auszufüllen? 
Selbst eine aus der Ulam-Spirale gewonnene aberwitzige Schlussfolgerung 
wie 0/0 = 3 (siehe Seite 28) sollte nicht einfach so verworfen werden. 
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Im pythagoreischen Lambdoma münden alle sogenannten „Gleichtonlinien“ 
in dem mit „0/0“ bezeichneten Punkt außerhalb des eigentlichen Systems. 
In der harmonikalen Symbolik repräsentiert dieser Punkt sowohl Alles als 
auch Nichts und wird daher mit der höchsten Gottheit identifiziert [4, 8 
25a]: y\ 


et // A 3 f wii am \r AN N 
So gesehen könnte 0/0 = 3 auch als Hinweis auf die göttliche Trinität 
(Werden, Erhalten, Vergehen) interpretiert werden. 


Andererseits ließe sich aus 0° = 04V = 0!x0”! = 0/0 folgern, dass 0/0 = 1 
ist. Damit würde ein und derselbe Ausdruck in verschiedenen Zusammen- 
hängen zu unterschiedlichen Ergebnissen führen. In der verkörperten Welt 
zumindest gibt es ohnehin keine Perfektion. Perfekte Kreise oder exakt 
gerade Linien sucht man in der Natur vergeblich. Wenn alles perfekt und 
gleichmäßig verteilt wäre, würde sich das ganze Dasein gegenseitig 
aufheben. Die verkörperte Welt entsteht erst durch die Abweichung von 
der Perfektion. Sie ist eine Welt der Unperfektion. Fehler sind system- 
inhärent. Und dafür sind auch Beispiele in der Mathematik denkbar. 


- Negative Zahlen 


Negative Zahlen sind bei Kugelpackungen keine schnöde Spiegelung der 
positiven Zahlen. Sie stehen in Zusammenhang mit dem Inneren. Sie 
führen ins Innere. Und das wesentlich Innere im Menschen ist seine 
geistige Gedankenwelt. 


Wie leicht einzusehen ist, führt das Produkt aller (reeller) Zahlen (außer 
Null) zu minus Eins. Null wird dabei nicht als Zahl, sondern als Abwesen- 
heit einer Zahl angesehen. Die reellen Zahlen sind zwar nicht abzählbar, 
doch da jede Zahl genau einen Kehrwert hat, lassen sich (wie bei Teilchen 
und Antiteilchen) zusammengehörige Paare bilden, deren Produkt jeweils 
Eins ist. Nach vollständiger Paarbildung bleiben zwei Zahlen übrig, die 
keine von sich verschiedene Kehrwerte haben, Eins und minus Eins. Daher 
ist das Produkt aller (reeller) Zahlen (außer Null) minus Eins oder unter 
Verwendung der Eulerschen Identität für den Winkel rs (180°) anders 
ausgedrückt: 
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Da Eins das Symbol für die Einheit, für das Ganze ist, kann minus Eins als 
Symbol für die innere Einheit, für die geistige Welt angesehen werden. Und 
da die Verknüpfung von Allem zu minus Eins führt (und nicht zu Eins), ließe 
sich postulieren, dass die Welt eine geistige Welt ist. 


- 666 


Die aus meiner Sicht interessantesten Figuren sind aber Dreieck, dicht 
gepackter Würfel sowie die Sechseck-Bipyramide. Das Dreieck ist die erste 
und einfachste geometrische Figur. Vielfach ein Symbol für Gott. Nach 
Buckminster Fuller sind nur Dreiecke stabil [1, sec. 609.01]. Und alle 
stabilen Körper sind aus Dreiecken aufgebaut. Das erinnert an Spruch 42 
des chinesischen „Daodejing“ [6, ch. 42]: 


„Ihe Täo produced One; 
One produced Two; 

Two produced Three; 
Three produced All things.“ 


Der Würfel in der dichtesten Kugelpackung wiederum sticht allein schon 
durch die Regelmäßigkeit seiner Zahlenfolge in anderen Stellenwert- 
systemen hervor. Und die Sechseck-Bipyramide führt durch ihre höheren 
Stufen zu einer verborgenen Dimension. 


Und in allen drei Figuren taucht die gebrandmarkte Zahl 666 auf. Beim 
dicht gepackten Würfel sogar an prominentester Stelle. Wenn man sich also 
mit Kugelpackungen und figurierten Zahlen beschäftigt, kommt man 
unmöglich an der Zahl 666 vorbei. Handelt es sich hier also um die 
Mathematik des Teufels? Das genaue Gegenteil ist der Fall. Es schreit hier 
alles nach universeller Wahrheit und göttlicher Herrlichkeit. Und in einer 
geistigen Welt steht nichts über der Wahrheit. Was wahr ist, ist Wort 
Gottes. Eine Welt aber, in der Wahrheit unterdrückt wird, zerstört sich auf 
Dauer unzweifelhaft selbst. 


Bleibt die Frage, wieso viele der in diesem Aufsatz gezeigten einfachen und 
grundlegenden mathematischen Zusammenhänge bisher nirgends veröf- 
fentlicht sind. Es ist schwer zu glauben, dass ich der erste sein soll, der 
darüber gestolpert ist. Mein Buch „666 oder Die Rückkehr der Herma- 
phroditen“ liefert eine Erklärung für diesen Umstand sowie weitere 
mathematische Fundstücke [7]. 
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ANHANG I, - TABELLE POLYGONE 


In nachfolgender Tabelle ist die Gesamtanzahl G„ der Kugeln in Polygonen 
so angeordnet, dass die links stehende Zahl die Anzahl der Kugeln im 
Inneren des Polygons mit der rechts daneben stehenden Zahl angibt. Bei 
den Außenkugeln S„ gibt jede Zahl die Anzahl der äußeren Kugeln an, die 
alle links davon stehenden Zahlen bzw. Außenkugeln umhüllt. 


Polygon b. 2. 3, 8 6. F.,:8r 8: 10.11 12 


Dreieck Gn 10 28 55 91 136 190 253 325 406 496 595 
15 36 66 105 153 210 276 351 435 528 630 
21 45 78 120 171 231 300 378 465 561 666 
9 18 27 36 4 54 63 72 81 90 9 
12 21 30 39 48 57 66 75 84 93 102 
15 24 33 42 51 60 69 78 87 96 105 
9 25 49 81 121 169 225 289 361 441 529 
16 36 64 100 144 196 256 324 400 484 576 
8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 
12 20 28 36 4 532 60 68 76 84 9 
4 10 19 31 46 64 85 109 136 166 199 
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 
5 13 25 41 61 85 113 145 181 221 265 
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 
4 12 24 40 60 84 112 144 180 220 264 
4 
7 
6 


Außenkugeln Sn 


Quadrat Gı 


Außenkugeln Sı 


Ellela> 2 ur. 


N Zentr. Dreieck G„ 
N Außenkugeln Sı 
X Zentr. Quadrat G„ 
I  Außenkugeln S, 


KI Z. Quadrat (-1) Gn 
KY Außenkugeln Sn 
% Zentr. Sechseck G„ 
& Außenkugeln Sı 
&% Unr. Sechseck G, 
&% Außenkugeln S, 


8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 
19 37 61 91 127 169 217 271 331 397 
12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 
12 27 48 75 108 147 192 243 300 363 432 
9 15 21 27 3 39 45 51 57 63 69 
13 37 73 121 181 253 337 433 541 661 793 
12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132 
24 54 96 150 216 294 384 486 600 726 864 
18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138 


R Hexagramm Gn 
R Außenkugeln Sı 


R Unr. Hexagr. Gn 
R Außenkugeln Sn 


ala -| r- v|vwui rl o/ o|-| „| rH/ RA PR rl RR ww r|iloa wer 
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Beim Doppelquadrat und beim Tripelquadrat sowie beim Kreuz und beim 
Achteck weichen die unhüllten Kugeln im Inneren von der eigentlichen 


Figur ab. 
Polygon l,.-2& 9 4 53,6 77.8. 9.:10 17 12 
[I] Doppelquadrat G, | 1 6 15 28 45 66 91 120 153 190 231 276 
[I] Außenkugeln 5, | 1 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 
[LI] Tripelquadrat G, | 1 8 21 40 65 96 133 176 225 280 341 408 
ELTI] Außenkugeln 5, | 1 8 16 24 32 A0 A8 56 64 72 80 88 
nun Kreuz Gn || 1 12 33 64 105 156 217 288 369 460 561 672 
Außenkugeln Sn | 1 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132 
D Achteck G|| 1 12 37 76 129 196 277 372 481 604 741 892 
I) Außenkugeln 5, | 1 8 16 24 32 A40 48 56 64 72 80 88 
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ANHANG Il, - TABELLE POLYEDER 


In nachfolgender Tabelle ist die Gesamtanzahl G„ der Kugeln in Polyedern 
so angeordnet, dass die links stehende Zahl den Kern des Polyeders mit der 
rechts daneben stehenden Zahl angibt. Bei Außenschalen S,„ und Kappen C, 
gibt jede Zahl die Außenschale oder Kappe an, die alle links davon 
stehenden Zahlen bzw. Außenschalen und Kappen umhüllt. 


Polyeder 1 2 3 4 5 6 7 8 


Tetraeder Gn 1 35 165 455 969 1771 2925 4495 
Gn 4 56 220 560 1140 2024 3276 4960 

G || 10 84 286 680 1330 2300 3654 5456 

G.|| 20 120 364 816 1540 2600 4060 5984 

Außenschale Sn 1 34 130 290 514 802 1154 1570 
Sn 4 52 164 340 580 884 1252 1684 

Sn || 10 74 202 394 650 970 1354 1802 

S„ | 20 100 244 452 724 1060 1460 1924 

Kappe Ch 1 19 64 136 235 361 514 694 
Ch 4 31 85 166 274 409 571 760 

Cn|| 10 46 109 199 316 460 631 829 

Pyramide Gn 1 30 140 385 819 1496 2470 3795 
Gn 5 55 204 506 1015 1785 2870 4324 

G. || 14 91 285 650 1240 2109 3311 4900 

Außenschale Sn 1 29 110 245 434 677 974 1325 
50 149 302 509 770 1085 1454 
S„ || 14 77 194 365 590 869 1202 1589 

1 13 41 85 145 221 313 421 

5 25 61 113 181 265 365 481 

Sechseck-Pyramide Gn 1 23 106 290 616 1124 1855 2849 
4 42 154 381 763 1341 2155 3246 

G || 11 69 215 489 932 1584 2486 3678 

Außenschale Sn 1 22 83 184 326 508 731 994 
Sn 4 38 112 227 382 578 814 1091 

S|\| 11 58 146 274 443 652 902 1192 

Kappe Ch 1 10 31 64 109 166 235 316 
Ch 4 19 46 8 136 199 274 361 


Kappe Ch 


>> eEHME|EIPI0 Io 
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ANHANG Il; - TABELLE POLYEDER 


Fortsetzung: 


Polyeder 1 2 3 A ho) 6 7 8 


Hexagramm-Pyramide Gr 1 44 208 575 1225 2240 3700 5687 
Gn 7 81 304 756 1519 2673 4300 648 

G. | 20 135 425 972 1856 3159 4961 7344 

Außenschale Sn 1 43 164 367 650 1015 1460 1987 

Sn 7 4 223 452 763 1154 1627 2180 

Sn | 20 115 290 547 884 1303 1802 2383 

Kappe Ch 1 19 61 127 217 331 469 631 

Ch 7 37 91 169 271 397 547 721 

Bi-Tetraeder Gn 1 30 140 385 819 1496 2470 3795 
5 


2» |» 


D Gn 55 204 506 1015 1785 2870 4324 
G || 14 91 285 650 1240 2109 3311 4900 

Außenschale Sn 1 29 110 245 434 677 974 1325 

D Sn 5 50 149 302 509 770 1085 1454 
5, || 14 77 194 365 590 869 1202 1589 

Oktaeder Gn 1 19 85 231 489 891 1469 2255 

N Gn 6 44 146 341 670 1156 1834 2736 
Außenschale Sn 1 18 66 146 258 402 578 786 

I Sn 6 33 102 198 326 486 678 902 
Sechseck-Bipyramide Gn 1 15 65 175 369 671 1105 1695 

& Gn 5 34 111 260 505 870 1379 2056 
Außenschale Sn 1 14 50 110 194 302 434 590 

& Sn 5 29 77 149 245 365 509 677 
Hexagramm-Bipyramide Gn 1 27 125 343 729 1331 2197 3375 
Ad Gn 8 64 216 512 1000 1728 2744 4096 
Außenschale Sn 1 26 98 218 386 602 866 1178 

AL Sn 8 56 152 296 488 728 1016 1352 
Primitiver Würfel Gn 1 27 125 343 729 1331 2197 3375 

Dad Gn 8 64 216 512 1000 1728 2744 4096 
Außenschale Sn 1 26 98 218 386 602 866 1178 

2) Sn 8 56 152 296 488 728 1016 1352 
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ANHANG I]; - TABELLE POLYEDER 


Fortsetzung: 


Polyeder 1 2 3 A ho) 6 7 8 


/N Rhomboeder Gn 1 

Gn 8 

/N Außenschale Sn 1 26 98 218 386 602 866 1178 
8 
1 


Sn 
Oktaederstern Gn 


G. | 14 124 426 1016 1990 3444 5474 8176 
Außenschale Sn 1 50 194 434 770 1202 1730 2354 
S.|| 14 110 302 590 974 1454 2030 2702 
Kuboktaeder Gn 
Außenschale Sn 


IRB Ep » 


Raumzentrierter Würfel Gn 


1 
1 
1 
Außenschale Sn 1 8 26 56 98 152 218 296 
1 
1 
1 


Rhombendodekaeder Gr 
J Außenschale Sn 
RN Ikosaeder Sn 


Bei den dicht gepackten Würfeln mit ungerader Schichtanzahl sowie beim 
abgestumpften Tetraeder und beim abgestumpften Oktaedern weichen die 
unhüllten Kugeln im Inneren von der eigentlichen Figur ab. 


Polyeder 1 2, 3 4 ho) 6 7 8 


Dicht gepackte Würfel Gn 1 13 63 171 365. 665 1099, 1687 

Gn 0 14 62 172° 364 666 1098 1688 

Außenschale Sn 1 12 50 108 194 300 434 588 
Pe a 

Sn 0 14 48 110 192 302 432 590 

\\ Abgestumpftes Tetraeder G„ 1 16 68 180 375 676 1106 1688 

\ Außenschale Sn 1 16 58 128 226 352 506 688 

I ‚ Abgestumpftes Oktaeder G, 1 38 201 586 1289 2406 4033 6266 

Außenschale Sn 1 32 122 272 482 752 1082 1472 
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ANHANG Illı - HÖHERE STUFEN DER HEXAGRAMM-BIPYRAMIDE 


In nachfolgender Tabelle sind die Schichten sowie zusammenaddiert die 
Anzahl der Kugeln in den dazugehörigen Hexagramm-Pyramiden und 
Hexagramm-Bipyramiden der Stufen I, Il, und III gezeigt: 


nn 8 N % 
I I II II III II 

A 1 1 1 A 1 1 A 1 1 
B 6 (2-3) 7 8 B3 4 B 3 4 
A 13 (4-4) 20 27 |C 15 (3-5) 19 23 |C 6 10 
B 24 (5-6) 44 64 |B 21 40 A 28 (4-7) 38 48 
A 37 (7-7) 81 125 |A 37 (7-7) 77 117 ||C 36 74 
B 54 (8-9) 135 | 216 | B 51 128 B 45 119 
A 73 (10-10) 208 ı 343 ||C 75 (9-11) | 203 | 331 ||A 73 (10-10) 192 | 311 
B 96 (11-12)| 304 | 512 ||B 93 296 B 93 285 
A 121 (13-13) 425 | 729 |A 121 (13-13) 417 , 713 ||\C 114 399 
B 150 (14-15) | 575 |1000 ||B 147 564 A 154 (13-16) | 553 | 952 
A 181 (16-16) 756 1331 |C 183 (15-17) 747 ‚1311|)C 180 733 
B 216 (17-18)| 972 |1728||B 213 960 B 207 940 
A 253 (19-19) | 1225 2197 |A 253 (19-19) | 1213 | 2173 ||A 253 (19-19) | 1193 | 2133 


Zahlenebene der Hexagramm-Bipyramide: 


‚SERSSERER 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 8 23 48 85 136 203 288 393 520 

2 27 117 311 649 1171 1917 2927 4241 5899 
3 64 331 952 2077 3856 6439 9976 14617 | 20512 
4 125 713 2133 4753 8941 15065 | 23493 | 34593 | 48733 
5 216 1311 4016 9061 17176 | 29091 | 45536 | 67241 | 94936 
6 343 2173 6763 15385 | 29311 | 49813 | 78163 | 115633 | 163495 
7 512 3347 10536 | 24109 | 46096 | 78527 | 123432 | 182841 | 258784 
8 729 4881 15497 , 35617 | 68281 | 116529 | 183401 | 271937 | 385177 
9 1000 6823 21808 | 50293 | 96616 | 165115 | 260128 | 385993 | 547048 
10 1331 9221 29631 | 68521 | 131851 | 225581 | 355671 | 528081 | 748771 
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ANHANG Ill, - HÖHERE STUFEN DER HEXAGRAMM-BIPYRAMIDE 


Formeln der Zahlenebene der Hexagramm-Bipyramide: 


Formeln waagerecht Formeln senkrecht 
1 Ys(n?+9n?+11n+3) I n?+3n?+3n+1 
2 13(20n?+36n?+22n+3) II 8n?+12n?+2n+1 
3 13(75n?+81n?+33n+3) II 27n2+27n2-7n+1 
4 13(184n?+144n?+44n+3) IV 64n?+48n?-28n+1 
5 13(365n?+225n?+55n+3) V 125n?+75n?-65n+1 
6 13(636n?+324n?+66n+3) VI 216n?+108n?—-122n+1 
F 13(1015n?+441n2+77n+3) vu 343n?+147n?-203n+1 
8 13(1520n?+576n?+88n+3) VII 512n?+192n?-312n+1 
9 13(2169n?+729n2+99n+3) IX 729n?+243n?-453n+1 
10 13(2980n?+900n?2+110n+3) x 1000n?+300n?-630n+1 
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ANHANG IV - BEISPIELBEWEIS 


Vermutung: Die Summe der regelmäßigen Sechseck-Bipyramidenzahlen 
von O0 bis n ist gleich der 4. Potenz von (n+1) 
Genauer gesagt: 


Y,(An’+6n’+4n+1) = (n+1) 


n=0 
Beweis durch vollständige Induktion 


Um die Formel zu beweisen, müssen die folgenden zwei Punkte erfüllt sein: 


0 


10 Y,(An’+6n’+4n+1) = (0+1)' 


n=0 


2. Wenn ),(An’+6n’+4n+1) = (n+1) , 
n=0 
n+1 


dann ist ),(A4n’+6n’+4n+1) = ((n+1)+1) 


n=0 


0 


Da »,(4n’+6n’+4n+1) = 1 = (0+1)* ist, ist der erste Punkt erfüllt. 


n=0 


n+1 


Da ),(4n’+6n’+4n+1) 


n=0 


Y, (An’+6n’+4n+1)+4(n+1)’+6(n+1)’+4(n+1)+1 = 


n=0 
(n+1)'+4(n+1)’+6(n+1)+4(n+1)+1 = 
n’+4n+6n’+4n+1+4n+12n’+12n+4+6n’+12n+6+4n+4+1 = 
n’+8n’+24n’+32n+16 = (n+2)' = ((n+1)+1)* ist, 

ist auch der zweite Punkt erfüllt. 


Damitist ),(4n’+6n’+4n+1) = (n+1)' bewiesen. 
n=0 
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